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その後 猪股 大悟君 が入力ミスを多数指摘してくれた。
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∠AOB の大きさ θ は、O を中心とし任意の半径 r の円を描
いた時、2本の半直線 AO、BO が切り取る円弧の長さ l を用
い θ = l/r で定義された。 θ の単位はラジアン (rad)であ
り、 0 ≤ θ ≤ 2pi の値をとる。2pi の等号は駄目だという人が
多いだろう。逆に多価関数にしてしまえという人もいるかも。







3次元空間での角度 (立体角) 中心 O、半径 r の球面上に面積 S の曲面を与えたとき、
S が O を見込む立体角 Ω は
Ω = S/r2 (1.2)
で定義される。 0 ≤ S ≤ 4pir2 に対し、0 ≤ Ω ≤ 4piの値をとる。この Ω を立体角と名付け、
単位はステラジアン (sr) とする。無次元量ではあるが、単位をつけておく。もしも単位をつけ




定義の拡張 微小面積要素 dS に向きを持たせてベクトルとする。向きの定義: 小さな人
間が微小面積要素の周上を内部を左手に見る様に反時計周りに一周するとしよう。この人間の
足から頭の方向 (向きを含む)を面の向きとする。


























する。今の場合、ベクトル Rと dSはいつも直交しているので計算は単純になる。角 θ, θ+dθ







R2 sin θdθ = 2piR2(1− cosα) (1.4)
立体角 Ω = 2pi(1 − cosα) で与えられる。半頂角 α は GM 管の半径を dとすると、α =
tan−1d/R で計算可能である。|α| ¿ 1 ならば cosα ' 1− α2/2+ α4/24 · · · と展開できるから
Ω ' 2piα2 ' pid2/R2
即ち立体角は GM 管の表面積 pid2 と距離 R の二乗の比で近似できる。
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実験との関係 γ 線の吸収の実験で、GM 管が直接検出しているのは、 γ 線ではない。γ 線が GM 管の
窓や壁にあたった時に、主に光電効果により、ある確率で吸収され二次電子を放出する。この電子を検出してい
る訳である。従って、実際の γ 線検出効率は、有効な電子放出面の立体角以外に、壁 (金属)と窓 (雲母)とで光
電効果の起る確率や電極での電子検出確率に依存するから、ここで計算したような立体角だけで決まるような単
純なものにはならない。









図を見ながら考える。点 (a, 0, 0)から点 (0, y, z)の
近くの dy dz の微小部分を見込む立体角 dΩ は
dΩ =
dy dz
a2 + y2 + z2
× a√
a2 + y2 + z2
(1.5)





























• ∫ ds 1
(s2 + a2)
√
s2 + a2 + b2
は
√
s2 + a2 + b2 =
√
a2 + b2 − s u として s → u へ独立変数
を変換し、分母を因数分解し被積分関数を部分分数に分ける。その後






• Tan−1p− Tan−1q = Tan−1 p− q
1 + pq
微分




























ここで、eˆi は第 i (i = 1, 2, 3) 成分の基本単位ベクトルとする。この式の右辺、中括弧で囲ま
れた部分を、勾配演算子と考えて、独立した量とみなす場合もある。即ち、右辺は勾配演算子
とスカラー関数 φ の積の様に考える。
他の座標系での勾配の表現はこの節の後で紹介しよう。スカラー量 φ の勾配 ∇φ は (共変)
ベクトルとなる。
ベクトル量 A の微分は、発散 ∇ ·A(divA) と回転 ∇×A(rotAまたは curlA) の二つがあ


































時の電荷の保存則を書き下してみよう。この微小部分をデカルト座標系で、dx, dy, dz の辺長
を持ち、x, y, z 軸に各辺が平行な直方体領域だとしよう。
この領域に存在する電荷は、電荷密度 ρ を用い、ρ(x, y, z, t) dx dy dz で与えられる。従っ
て、単位時間当たりの増分は ∂ρ
∂t
dx dy dz である。
一方、この空間の x 軸に直交する２面を通過する電流は、電流密度の x 成分 ix を用いて次
の様に書ける。
{ix(x+ dx, y z t)− ix(x, y, z, t)} dy dz = ∂ix
∂x
dx dy dz (1.10)




+∇ · i = 0 (1.11)
ベクトル場 X が与えられたとし、有限領域を隙間の無く無限小領域に分割してみる。一つの
無限小領域でのベクトル X を考える。この無限小領域から出て行くベクトル X 、即ち ∇ ·X
のこの微小領域での体積分は、この無限小領域に隣接する隣の無限小領域のどれかへ入って行
くはずである。隣接領域でも同じ事情にあるはずだから、∇ ·X を与えられた有限領域で積分
すると、隣接微小領域を持たない表面から入って来る (出て行く) X の和 (面積分)で与えられ
るはずである。これがガウスの定理である。






単純な場合として、 z 軸を回転軸とし角速度 ω の回転に対し、ω を使わずに (消去して) 角
速度に対する式を作ってみよう。








つむっておこう。すなわちベクトル v の回転の z 成分、(∇× v)z = ∂vy/∂x− ∂vx/∂y、と定
義すれば、他の成分に関しては cyclic に定義できる。この定義では、回転は角速度の −2 倍を
時間の概念を使わずに表している。
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微分演算子 ∇ は極性ベクトルだから、極 (軸)性ベクトルの回転は軸 (極)性ベクトルである。
∇× v の z 成分は vy を x で偏微分したものと vx を y で偏微分したものの差だから、二つ
の成分に関係している。即ち、(∇× v)z を (∇× v)xy と 2つの足をつけて書く方が合理的で
あるかも知れない。(3次元だから (x, y)→ z と書けるが、4次元だったらどうしよう？!)
即ち、∇× v は 2階のテンソルと書く方が良いだろう。又、(∇× v)z は、x↔ y という交換
に対し符号を変えるので、反対称テンソルである。


























Ay(x+ dx, y)dy +
∫ D
C







{Ax(x, y)− Ax(x, y + dy)}dx−
∫ D
A
{Ay(x, y)− Ay(x+ dx, y)}dy



































力 F が与えられた空間でエネルギーの散逸がなければ∇× F = 0 が成立し、これが保存力の
条件とされ、又はこれからF = −∇φ で potential φ が定義された事を思い出そう。
直交曲線座標系・微分
デカルト座標を (x, y, z) のかわりに (x1, x2, x3) = {xi, i = 1, 2, 3} と書く。別の座標系
{qi, i = 1, 2, 3}を 1つ持ってくる。qi は {xi; i = 1, 2, 3}の関数になっている。q1 = const.と
おくと、一つの曲面を与える。q2 = const.、q3 = const. という 2枚の曲面の交わりは一本の曲
線を与える。この曲線を座標軸に対応させる事ができる。q1 = const., q2 = const., q3 = const.
とすると、空間の一点を与える事ができる。うまく関数 qi(x1, x2, x3) を工夫する必要がある
が、これで座標系を構成でき、曲線座標系 と呼ばれる。
qi = qi(x1, x2, x3), (i = 1, 2, 3) (1.15)
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変位 dr をデカルト座標系で表わすと、i 軸方向の単位ベクトルを xˆi として、


































(dr)2 を計算すると、 qˆi · qˆj(i 6= j) の様な交差項が登場するが、単位ベクトルは、位置に依ら
ず直交する様に座標系を選択する。このように、任意の位置で座標軸方向の単位ベクトル qi
がお互いに直交する様に選んだ座標系を直交曲線座標系 と呼ぶ。
qˆi · qˆj = δij =
{
1 (i = j)
























qˆ1 × qˆ2 = qˆ3 (1, 2, 3 の cyclic 変換) (1.22)
となる様にしておく。即ち、右手系を採用する。
線要素 ds2を {qi} 系で書くと











ベクトル A を与えて、デカルト座標系での単位ベクトル {xˆi} との内積 A · xi は A の第 i
成分を与えた。同様に考えると、





Ai = A · qˆi (i = 1, 2, 3) (1.25)




qˆi(qˆi ·A) は qˆi 方向を向き、大きさがAi のベクトルである。従ってベクトル
A− qˆi(qˆi ·A) = A(qˆi · qˆi)− qˆi(qˆi ·A) = qˆi × (A× qˆi) (1.26)
は、ベクトル A の qˆi に直交成分を表現している。
∇q1 は q2, q3 を固定して、q1 のみが微小量変化するような微分であるから、qˆ1 に平行である。







{qi} 系で qˆ1 · (qˆ2 × qˆ3) は辺長 1 の立方体の体積を与えるから、






















Jacobian ∇q1 · (∇q2×∇q3) はデカルト系と {qi} 系の体積要素の比を与えるから、h1h2h3 は
その逆方向の体積比を与えている。(1.23)式より、hi は qi 軸の長さの単位を与えているから、
これは当然であろう。














































































































































l = δij (1.37)


















































































∇ · (Aiqˆi) ; i について対称だから 1つだけやってみる。 (1.39)
∇ · (A1qˆ1) = ∇ · A1(qˆ2 × qˆ3)
= ∇ · {A1h2h3(∇q2)× (∇q3)}
= ∇(A1h2h3) · {∇q2 ×∇q3}+ A1h2h3∇ · {(∇q2)× (∇q3)}
前半は (1.38)を利用できる。















後半で (∇q2 ×∇q3) は qˆ1 に平行だから、第 1成分のみ取り出してよい。
∇ · (∇q2 ×∇q3) = ∇q3 · (∇×∇q2)−∇q2 · (∇×∇q3) = 0 ( ∇×∇φ = 0 より) (1.40)













ラプラシアンを計算するために、A = ∇φ とし、(1.38) を利用する。



































特に i = 1 ならば (1.27)を用い、
∇× (A1qˆ1) = ∇× (A1h1∇q1)
= ∇(A1h1)× (∇q1) + A1h1∇×∇q1 ( ∇×∇ = 0 )











































































































































































































































dx2dx3{A1(x1max, x2, x3)− A1(x1min, x2, x3)} (1.56)
右辺の意味は、x2, x3 をどこかに固定した時、x2, x3 面に柱を立て、閉曲面 S との上、下の交
点を x1max, x1min とし、その時の値を採用し、上半分の面に対してはそのまま x2, x3 で面積分
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し、下半分の面では符号を変えて面積分せよと言っている。eˆ1 を第１軸方向の単位ベクトルと
すると、dx2 dx3 = dS · eˆ1 であるから、



























ベクトル A、閉曲線 C で囲まれた面 S に対し、∫
S
(∇×A) · dS =
∫
c













{A3(x1, x2max, x3)− A3(x1, x2min, x3)}dx3
−
∫
{A2(x1, x2, x3max)− A2(x1, x2, x3min)}dx2 (1.60)
右辺第 1積分で x3 を 1つ決めると C 上の一点が決まってしまう。x3 を最小値から最大値ま
で動かすと、第 1項は x2 の大きい側、第 2項は x2 の小さい側を通って各々が C を半周する
積分になっている。上右図で説明すると、右辺第１ (２)項の積分は、図に示した曲線 C の内
の、P(Q)から x2 の値の大きい (小さい)方を経由して Q(P)へ至る経路に沿っての A3 を線積











最後の式で、力の方向を与える為に、単位ベクトル r/r がついている。同 (異)符号の電荷間
には斥 (引)力が働く。但し、電荷は真空中に置かれていると仮定する。
電荷を磁荷に置き換えても、同じ形の法則が成り立つ。この磁荷の場合には、比例係数の誘
電率 ε0 を透磁率 µ0 で置き換える。
(電荷や磁荷の単位をどのように選ぶか？という問題と関連しているので ε0, µ0 という真空
の性質を表すパラメータの選択や定義はそれなりに問題がある。)
ここで、F = q2E と書き、電場 E を定義する。即ち、電荷 q2 の位置には、q2 の有無に拘ら
ず、電荷 q1 の影響が電場という形で伝わると考える。磁荷の場合には、電場のかわりに磁場 H





σ 点電荷 q1 を中心とする球面上の微小面積要素 dS に載せられ
た面電荷密度 σ の電荷 σ dS で q2 を置きかえる。
q2 = σdS (2.2)









































うなので、近い将来に取り入れられる可能性はある。 −− > ２００５年現在、考慮の後が見られる。
2. 重ね合わせの原理
電荷間に働く力が、電荷 q1, q2 に比例しているから当然である。詳しく言うと、例え
ば q1 = α q1 + (1 − α) q1 という風に二つに分けて考えると、q2 に働く力は二対の電










































Lorentz力 電荷 q、速度 v で運動する物体は磁束密度 B から、次の力 F を受ける。
F = qv ×B (2.5)






問： 物の本によっては、Lorentz 力に関係している ‘磁場’ をB のかわりに H を使ってい
る。実験的に H であるのか B であるのかを区別する方法を考えよ。
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歴史的には、磁荷が作る ‘磁場’ として、H が導入された。電流の近傍に置かれた方位磁針が振れる原因として
も発想された。
一方、磁束密度 B は外部磁場 H に誘起されて物質中に発生する磁気能率の効果を取り入れたものとして定義
された。B = µ0H+M とする。但しM は単位体積当たりの磁気能率である。この B の定義を見ると、次元が




















くには磁場が発生する’ 、という事実を表した場の微分方程式∇×H = i に対して、変位電流
密度を追加し、以下の様に書き換えた。






ぶべきだろう。この式の発散をとり、∇ ·∇×H = 0 を利用すると、∇ · i+ ∂
∂t
(∇ ·D) = 0 。こ
の式に、静電気に対するクーロンの法則 ∇ ·D = ρ を代入すると、次の連続の方程式を得る。

















微分方程式に書き換える時、クーロンの法則は ∇ ·D = ρ と書き換えられた。この法則は、
もともとは時間的に変化する状態は想定されていなかった。しかし、電気変位ベクトル D や
電荷密度 ρ の時間依存性を許容する形に拡張されてる。
Maxwellの方程式 上に述べた実験結果は、以下の４つの 場 の方程式にまとめられる。





µν = −µ0 jν (2.9)
これらの式は、広義の電場や磁場がどの様な原因から作られるかを述べていると解釈出来る。














問：永久磁石の近くに電荷 q が止っている (実験室系では全て止っている)。これを速度 v で





∇ · E = ρe, ∇ ·H = ρm (2.12)
と書かれる。E が極性、H が軸性ベクトルであるから ρe はスカラー、ρm は擬スカラーであ
る。但し現在のところ ρm を与える物理量の存在は確認されていない。








r のべきを 2 + ² とおくと |²| ≤ 4× 10−2 とした。
• 半径が a と b の同心導体殻の内殻電荷を測定する実験は Coulomb 以前に Cavendish に






径が a, b の同心導体を A, B とする。
(１) A を帯電させる。
(２) A,B を導線でつなぎ、しばらくして switchを切る。
(３) A の残留電荷 Qa を測定する。






単位電荷が距離 r の位置につくる potential
を U(r) と仮定する。面電荷密度 σa、半径




2pi a2 σa sin θ dθ U(s)
ここで、s2 = R2 + a2 − 2aR cos θ → 2 s ds = +2aR sin θ dθ より、



























{f(b+ a)− f(b− a)} (3.4)
導線でつなぐと、等 potential になるから f(a) = f(b)




a{f(0)− f(2b)} = b{f(b− a)− f(b+ a)} (3.6)
2回 a で微分すると、
0 = b{f ′′(b− a)− f ′′(b+ a)} (3.7)
この式が任意の a, b (b > a) に対して成立するためには、f ′′(r) は r に依存しない定数 c0 に
等しい。1度積分して、
f ′(r) = c0 r + c1 = r U(r)→ U(r) = c1
r
+ c0 (3.8)
r →∞ で U(r)→ 0 だから、c0 = 0。即ち potentialが 1/r に比例する。
従って、電荷間に働く力は、F (r) ∝ 1/r2




の電荷は 0 になる。どんな r 依存性でもこうなるだろう。
外殻が存在しても、内殻の電荷は全て外殻に逃げて行くというのが実験的に確認された事で
ある。下右図参照。即ち、外殻の電荷は内殻の電荷の運動に何の影響も与えていない。外殻の













点電荷から距離 r の点での電気力線の密度は 1/r2 に比例して少なくなる。だから力は 1/r2 に
比例する。電気力線が力を伝達する途中で減衰しなければ (光子の質量が 0 ならば)、そして空
間が完全に等質であるならばこの考え方も成立しそうである。
静電気に関するCoulombの法則を次のように書く。










Coulombの法則の微分形 r 6= 0 ならば
4pi ε0
q






















∴ ∇ · E = 0 (3.11)
この式は空間の微小部分を考えた時、この表面を通過して入ってきた電場は、この微小体積で
吸収される事無く必ず出て行く事を示している。
r = 0 を含ませるには、発散に対処するために電荷を電荷密度で置き換える。場の湧き口を含
む空間では場が作られているから、∇ ·E は湧き口を含む微小表面を通って外へ出て行く電場
の総和を計算する事になる。この結果




問: 点 r に置かれた電荷 q の作る電場E = q(R− r)/{4pi ε0 |R− r|3} を半径 R(R ≥ |r|)
の球面で面積分し、 ∫


















φ を２階微分可能な関数とすると、∇×∇φ = 0 という恒等式が成立する。従って、(3.15)
から電場は potential φ から導かれる事がわかる。
E = −∇φ (3.16)




















質を考えた時、電場の弱められ方を 1/εr(εr > 1) になると考え、この εr の事を物質の相
対誘電率と呼ぶ。この時、(3.12)は次の様に修正される。
∇ · (εE) = ∇ ·D = ρ (3.19)
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ε = εr ε0 (3.20)
この件は節を変えてもう一度やる。
Laplace, Poissonの方程式
∇ ·D = ρ, ∇× E = 0, D = εE (3.21)
を出発点とする。結晶構造を有する場合、外部からかけられた電場 E の方向と内部で電荷が
変位する方向とは必ずしも一致しないが、ここでは簡単のために ε は定数 (スカラー)である






∇2φ = 0 (3.23)
(3.22)を Poisson の方程式、(3.23)を Laplace の方程式と呼ぶ。
２階微分はある意味で曲率と密接に関係している。Poisson の方程式 (3.22) は、電荷が存在
すると曲率が変かすると言っている。
問: 発散と回転が与えられたベクトル場には、どれだけの自由度が残っているだろうか。
Laplace 方程式の解の性質 Potential 問題を解く時の指針として、知っておくと便利で
あるから、Laplace の方程式の解が満足する性質を幾らか書いておこう。
• 周囲の値の平均値が中央の値である
点 (x, y, z) から、x, y, z 軸方向に微小量 ±h だけ離れた点での値をTayler 展開により評
価し、






{φ(x+ h, y, z) + φ(x− h, y, z)}+ 1
2




{φ(x, y, z + h) + φ(x, y, z − h)}
]
+O(h4) (3.24)
O(h4) という記号は、この項は大きさが h4 に比例し、h→ 0 の極限で、他の項よりも小
さくなるので、無視出来るという意味を込めた記号である。(ランダウの記号と呼ばれる)
{· · · } の項は h の偶数次のみが残るが、 Laplace 方程式を用いると、２次の項は消え、右
辺は４次の項から始まる。[ ]の中の 3項は各々 x, y, z 軸方向の”平均値”になってい
る。その”平均値”をもう一度平均したものが非常に良い近似で中央の値になっている。












f(z + ²eiθ)dθ (3.25)
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最右辺で、ζ = z + ² eiθ と置いた。中心の値が、周囲の値の平均値になっているという事
が理解出来るだろう。










• 点 (x, y, z) を通る面で切った時、この面内で φ が上に凸ならば、点 (x, y, z) を通り、φ
が下に凸になる面も必ず存在する。
例えば、x = const. という面で切った φ のグラフが下に凸ならば ∂2φ/∂x2 > 0 である。
この時、(∂2/∂y2 + ∂2/∂z2)φ = −∂2φ/∂x2 < 0
境界上での φ の値を与えて、∇2φ = 0 を解く問題をDilichlet 問題、∇φ を与えた場合を
Neuman 問題、両方あわせて境界値問題と呼ぶ。























(∇φ)2 + 2²∇φ · ∇f} dV +O(²2) (3.27)




{(∇φ)2 − 2² f ∇2φ} dV (3.28)
ここで、∇2φ = 0 を仮定したから、積分結果は O(²) の範囲で ² に依存しない。別の言葉で言えば、積分は正解の
近くで関数をちょっとぐらい変えても変化しない。即ち、積分は正解付近で極値をとる。この事を δ
∫





• ∇×E = 0 を２種類の媒質の境界面に描いた細長い長方形 ABCD に対して積分する。但
しここで |ABの長さ | À |BCの長さ | とする。∫
(∇× E) · dS =
∫











媒質２ 1, 2の媒質の境で AB方向の Eの成分と DC





• ∇ ·D = ρ を、図の様な、胴が面のサイズに対して十分小さい微小体積に対し積分する。
面１
面２




(D2の法線成分)− (D1の法線成分) =表面電荷密度 (3.31)







外部での誘電率を ² とすると、εEn = σ 、即ち面電荷密度が σ ならば、金属表面の電場
は金属表面に垂直であり、その大きさは次式で与えられる。
En = σ/ε (3.32)
この式は、後で何回か登場する。
例 一様電場の中へ帯電していない誘電率 ε内 の球を置く
球の半径を a とし、potential 問題を頭から解いてみる。球の中心を原点とし、極座標を用い


























φ は図の z 軸に関して回転対称だから、方位角には依存しな
い。z = 0 面で φ = 0 だとすると φ は z = 0 面に関して反対
称でなければならない。従って φ を cosnθ, sinnθ で展開し
たとすると、sinnθ は不採用。θ = 0 ∼ 2pi と一周した時、2
回以上の周期性は持たないから、n = 1 のみを採用する。







− 2f = 0 (3.34)
f = rm とおいてみると、
rm(m2 +m− 2) = rm(m+ 2)(m− 1) = 0 (3.35)
m = 1 又は m = −2 と決定した。一般解は、A, B を定数として、
∴ φ = (Ar−2 +B r) cos θ. (3.36)
定数 A, B を境界条件から以下の手法で決定する。
外部解: r →∞で φ = −Ez = −Er cos θ とならないと一様電場を与えないから、B外 = −E
と決まる。A外 はこの条件からは決まらない。
内部解: r → 0 で φ = 0 となるべきだから、A内 = 0、B内 は未定。
• r = a で φ内 = φ外 の条件をつけると、
φ外(r = a) = (A外
1
a2





(r = a) = ε内
∂φ内
∂r





− E) = ε内B内 (3.39)
(3.37)と (3.39) を連立させて、B内, A外 について解くと、




















































E cos θ, Eθ =
(





E sin θ (3.44)
E内 は、r にも θ にも依存しないから一様電場となっている。ε内 > ε外 ならば (真空中に絶
縁球を置いた様な場合) 3ε外/(ε内 + 2ε外) < 1 だから、内部電場は絶縁球の存在により弱くなっ
ている。絶縁球が電気変位を起こし、変位した電荷 (電気双極子能率)が作る場が E内 − E =
(ε外 − ε内)/(ε内 + 2ε外)E (逆電場)となっている。
D内 = ε0E内 + P = ε内E内 と書くと
P = (ε内 − ε0) 3ε外
ε内 + 2ε外
E (3.45)
ε内/ε外 = 4 という場合のポテンシャル分布を z 軸を含む面で表示すると、図の様になる。
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• 球があると、内部では実線の様に、外では破線を漸近線とする曲線の様になる。r = a で
ポテンシャル線が折れ曲がっている。
• r 軸の上に書いた部分は絶縁球が分極したために作られたポテンシャルと考えられる。(こ

































r 図の様に ±q の電荷が d だけ離れて置かれている
のを遠くから観察する場合を想定して、この系の
potential を評価しよう。




























r2 + r · d −
1√





r2 + r · d ' 1/r(1− r · d/2 r2) と近似すると、





これは観測点から r の位置にあるモーメント p が原点に作る potential。逆にモーメント p














このポテンシャルが Coulomb pot.の微分になっている事は、式 (3.48) は、Tayler 展開を適用
33
しただけだと思うと、了解出来る。(3.50) を r で微分すると電場が計算できる。
∇( 1
r3
) = − 3
r5
r
∇(r · p) = (p · ∇)r+ (r · ∇)p+∇× r(∇× p) + p× (∇× r) = p (3.51)
を利用すると、
Ep = −∇φp(r) = 1
4pi ε0
{









































図は、原点に大きさ１の双極子能率を x y 面内で y 軸に平行に置いた時の電場の様子を描い
たものである。x 軸上で、小さい方から順に 1.3 倍ずつ x 座標を増やした点から描いた。
電気力線に沿って曲線を描くには、原理的には、dx/Ex = dy/Ey という微分方程式を解けば良いが、これでは
Ex や Ey が０の時にトラブルが発生する。そこで、以下の様に変形すると良い。dx/ds = Ex/|E|, dy/ds = Ey/|E|
この連立方程式は、２次元曲線の定義を x(s), y(s) という曲線の長さ s を助変数として書いた事に相当する。












る。E と d が直交する場合の角度を θ = 0 とし、この時のエネルギーを Up = 0 ととってお
くと、θ だけ回転する時の仕事は、+q の部分に対し、∫ θ
0








Up = −2× q E d
2
sin θ = −p · E (3.54)
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電場 E からモーメント p が受ける偶力 (トルク) N
図から明らか。
N = p× E (3.55)
2つのモーメント p1,p2 の相互作用 U12
p1 p2
r

































2 つの点電荷を距離 d だけ離して置いた場合を電気双極子能率
±q として抽象化する。少しこれを複雑化するには ±p の 2つの
双極子能率を距離 d′ だけ離して置けば良い。この時、p はその
大きさ p と方向の自由度を持ち、d′ も大きさと方向の自由度を
持つので、自由度が多くなり、もはやベクトルでも記述できなく
なる。
この場合の potential φQは、φp （式 3.48) が電荷 q の作る potentialの p 方向への方向微分
になった事から、φp の d′ 方向への方向微分で与えられる事が想像できよう。
φQ = d






delta関数 素直な関数 f(r) に対し、r0 を含む空間での体積に対し、∫
f(r)δ(r− r0) dV = f(r0) (3.60)
を満足する関数 δ(r − r0) を Dirac の delta 関数と呼ぶ。δ 関数は r0 でのみ無限大の値を有







= −4pi δ(r) (3.61)
という性質がある。この式を確認しておこう。
r 6= 0 ならば、∇2 (1/r) = ∇ · (−r/r3) = (3/r4) (r/r) · r− 1/r3∇r = 0 だから、積分範囲から






























































dV = −4pif(0) O.K. (3.64)
式 (3.61) を知っていると、式 (3.12) を確認するのは非常に簡単になる。
式 (3.61) に 4pi が登場する事は、有理化単位系を採用する (静電 (磁)気に関するクーロンの
法則の分母に 4pi が登場する) 形式的な理由である。先に述べたが、３次元空間の立体角が 4pi
である事が本質的な理由である。
問: ln r は 2次元の Green 関数に比例している事を示し、比例係数を評価せよ。 上の３次




2つの素直な関数 φ(r), ψ(r) に対し、次の恒等式が成り立つ。∫
(φ∇2ψ − ψ∇2φ) dV =
∫
(φ∇ψ − ψ∇φ) · dS (3.65)
右辺は、左辺の体積分を実行する体積の表面に対して面積分を行う。これを Green の定理と呼
ぶ。この式は部分積分で簡単に確認できよう。
∇2G(r, r′) = δ(r− r′) (3.66)
を満足する関係を Poisson の方程式に対する Green 関数と呼ぶ。ここで ∇は r についての微








G(r, r′) = − 1
4pi |r− r′| (3.68)




























































と書き (3.66)と比較すると、空間の一点 r′ に”1単位”の湧き口があった時の potential 問題
の解が Green 関数であり、空間分布が {−ρ(r′)/ε0} の原因に対する解は原因となる (湧き口の)
強さを荷重として単位解 (G(r, r′)) を重ね合わせたものが、本物の解を与える事を示している。
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右辺第 2項は∇φ = −E と書き換え、(3.31)を用いると、表面電荷密度 σ(r′) で置き換えられ














の値 φ(r′) があると、点 r では、この面要素を見込む立体角分だけ potential の値が影響を受
ける事を述べている。
(3.71) は湧き口の分布 ρ(r′) を与えた時、内点での値と境界上での値およびその法線微分は独
立には決定できない事を示している。下手な境界条件を与えると potential φ(r) は解を持たな
い。
φ =
∫ {}ρ dV ′+ ∫ {} · φdS+ ∫ {}∇φ · dS と変形し、中括弧の物理的意味を無視すると、この事
情ががよくわかる。中括弧の部分は、例えば内点 r′ の電荷の効果が、点 r にどの様に伝わる
かを記述している。
この potential の積分表示は、境界要素法で Laplace、Poisson 方程式を数値的に解く時の出
発点である。







































(1− r · d
r2
) (3.75)














右辺に原点から点 r にある面要素 dS を見た立体角が登場した事に注意









立体角は −2pi となり、さらに直進すると、1/r2 で
0 に近付く。
厚さ 0 の極限では τ/ε0 だけ potential が jump する。一様電場中に置かれた絶縁体球の例




点 r′ にある P(r′)dV ′ のモーメントが観測点 r0 に作るポテンシャル dφ(r0) は (3.50)より、
dφ(r0) = − 1
4pi ε0
(r′ − r0) ·P(r′)






















































′ ·P(r′)dV ′ (3.80)
(3.80)を次の様に解釈する。
第 1項は S の表面に面電荷密度 σ = Pn ( n は法線方向の成分を表す)の電荷が誘起され、こ
の電荷が点 r0 に作るクーロンポテンシャルである。双極子能率は +− の電荷対であるから、
一様に分布していると、内部ではお隣のモーメントと電荷が相殺して効果は見えないが、表面
では相殺する相棒がないからポテンシャルを作るという直感ともよく一致している。
第 2項は −∇ ·P の体積電荷密度の電荷と解釈すればよい。上で述べた様に一様に分布してい
れば相殺して何も無いのと同じだが、分布に濃淡があると相殺されずに効果が残る事になる。
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その理由は P · dSだけの等価面電荷密度が球表面にあり、そのために、傾き一定のポテン
シャルに図のようなポテンシャルが加わっていた訳である。
電気変位 物質が存在する空間に電場をかけると、クーロン力が ε/ε0 = εr 倍だけ弱めら
れると先に述べた。実際、ε = 2ε0 の球の内部では電場が 3/4 倍になっていた。(有限の大きさ
だと εr そのものにはならない。形状にも依存する。)これは電場をかけたために見掛け上表面
にしみ出した電荷に依るものと解釈できた。非一様物質の場合は更に −∇ ·P の電荷密度を考
える事ができた。
物質の内部で考えてみると本当の電荷密度 ρtrue、誘起された電荷密度 ρi = −∇ · P があり、
ρtrue に対しては (3.12)より ∇ · E = ρtrue/ε0 が成立している。
ここでE に対し ρtrue と ρi を区別しないための拡大解釈を行う。
∇ · E = 1
ε0
(ρtrue + ρi) =
1
ε0
(ρtrue −∇ ·P) = ρtotal
ε0
(3.81)
D = ε0E+P (3.82)
により電気変位 D を定義すると、
∇ ·D = ρtrue, or ∇ · E = 1
ε0
ρtotal (3.83)
E は何らかの電荷による電場、P はこの電場により誘起された双極子モーメント (の体積密
度)とすると、この両者には関係がある。この Eと Pの関係は物質の電気的性質を反映してい
る。電場が弱ければ、P は電場に比例するだろう。又、物質に方向性がなければあるスカラー
量 χ を用いて、( χ は電気的感受性、electric susceptibility)
P = χ ε0E (3.84)
と書かれよう。(3.82)に代入すると、
D = εE, ε = ε0(1 + χ) = ε0εr, εr = 1 + χ (3.85)
注意:(3.84)右辺の E は (3.81)にある様に暗黙のうちに P を含んでいる。E が P に”比例
している”事の意味は (3.84)を見た以上に複雑である。
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表面電荷密度について 実電荷以外に −∇ ·P も、物質の内部では、電荷密度として採用
する事とした。この影響は物質表面にどう反映されるだろうか? 今までは実電荷表面密度 σ
の存在を認めていて、境界条件として (3.31)を要求した。その時 ∇ ·D = ρ を認めたが、これ
は (3.83)そのものだから変更はない。(最初からその様に書いておいたというべきだ)
∇× E = 0 を認めると、E の接線成分が連続という式 (3.30) はそのまま成立する。
まとめておくと、
旧型式 新型式
Coulombの法則 ∇ · E = ρ/ε0 ∇ ·D = ρ
但し E と D を関係式が必要。
簡単な構成方程式
D = εE = εrε0E
D = ε0E+P
P = χ ε0E
境界条件
(法線成分) jump 量 E には σ/ε0 D には表面電荷密度












電流密度 と呼び、i で表す。電流の方向を持つベクトルである。q なる電荷を持った粒子が単
位体積当たり n 個あり、これら全部が同一の速度 v で運動しているならば、
i = n q v (4.1)
で与えられる。q に正、負の区別があるから、v の向きと i の向きは平行になったり、反平行
になったりする。
電荷の保存と連続の式 空間に体積要素 dv を考えた時、ここに存在する電荷 dq は電荷密
度を ρとすると dq = ρ dvであり、外部から流入があると、単位時間当たり dq/dt = (dρ/dt)dv
だけ増加する。他方この dv を囲む面を通過して 流出する電荷 は単位時間当たり、(∇· i)dv で
ある。電荷に湧き口や吸い込み口がなければ電荷は保存するから、






オームの法則 電場 E と電流密度 i とは広い物質、周波数範囲で比例する事が経験的に
知られている。これをオームの法則と呼ぶ。
i = σE (4.3)
比例係数 σ は電気伝導度と呼ばれ、物質に依存し非常に広い範囲にわたって変化する。常温
の通常の物質でも 108 ∼ 10−15 程度変化している。(銀 ∼ 絶縁物)
ここでは微分形でオームの法則を表したが、工学的には i を電路断面で面積分した量を I と
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し、Eは電路に沿った線積分を V (電位差)とし、σ も全電路にわたって体積積分した値 = 1/R
とすると V = IR という式で書かれる事が多い。
オームの法則は経験則であると述べたが、数密度 n の帯電体 (イオンと呼んでおこう)が速度
v で流れている時、イオンの電荷を q とすると、このイオン群には単位体積当たり、n qE の
力が働く。ゆえに (4.3) の右辺はイオン群に働く力に比例している。他方 (4.1)より、(4.3) 左








= n qE− nαv (4.4)
m はイオン 1個の質量、α はある意味の抵抗を表す定数である。この方程式を解くと、










t→∞ とすると、最終速度 v∞ = qE/α を得る。これを (4.3) の形に書くと、
n q v∞ =
n
α






問: 銀の場合に対し、原子 1個に”イオン”(電子)が 1個あると仮定し、時定数 m/α を
評価せよ。この時定数よりもゆっくりとした変化に対してはオームの法則は成立すると考えて
よい。


















ρi = −∇ ·P の誘起電荷密度の存在を認めたから、∂P/∂t の電流分だけの電流の存在を認め
る事になる。∇ · i = −∂/∂t(∇ ·P)
超高速カメラで内部の P の変化をとらえると、各場所での分極 P の大きさが少しずつ短くな
り、この変化が波の様に伝わるのだろう。
+ + + + + + + + +
- - - - - - - - - - - -
EP
体積要素を考えると上面では P が下面の P より
小さくなっていると ∇ · P 6= 0 だから、この波が









E = µE (4.7)





+∇ · i = 0
Ohmの法則 i = σE→ ∇ · i = σ∇ · E (一様物質とする)
電気変位があると D = εE→ ∇ · E = ∇ ·D/ε







ρ = 0 (4.8)
この微分方程式は簡単に解ける。












因みに、電気伝導度として常温での銅の値、σ = 108/1.7 [Ω−1 ·m−1]、誘電率として真空の








ρ0 r ≤ R
0 r > R
(4.10)
動径方向にしか電流は流れないと仮定すると、











































































































































Er(r) ir(r) 4 pi r
2 dr (4.21)
































P と dE/dt の和は０である。即ち、球状電荷分布の持つ静電的なエネルギーの減少部分は、


















































電子数は、 1/(1.6× 10−19) 個である。銅原子１個に付き自由電子が１個ずつあると仮定する。
銅の密度を 8 g/cm3、核子の質量を 1.67× 10−24 g、銅の平均原子量を６３.５とすると,自由電
子の数は, 7.5× 1022 個/cm3 となる。従って、平均漂動 (drift) 速度は 83µm/s となる。この
速度は、次の意味で我々の経験に反する。すなわち、電気のスイッチを入れると、１０メート


















この法則は静電気に関する Coulomb の法則と非常に良い対称性を有する。例えば電荷 ↔
磁荷、誘電率 ↔ 透磁率、など。故に静電気に対応する静磁気の公式は全て、同じ考え方で導
ける。




磁気能率 m = qm d
磁気分極 M :単位体積あたりの磁気能率
磁束密度 B = µ0H+M
∇×H = 0
∇ ·H = ρm
µ0





明。現在のところは否定的追試の方が受け入れられている。磁荷 qm = 0 だとすると、磁




実磁荷の存在を否定すると、磁荷としては分極磁荷、Mn, −（∇ ·M) が面磁荷・体積磁荷
密度として残る。磁荷が無い以上磁流も概念として、使用されていない。


















H の向きも反転する。対応関係を保つためには (5.3) の両辺ともに時間反転に対し符号を
















Coulomb の法則 ∇ ·H = 0, ∇ ·B = 0




注意: 真空中では ∇ ·H = 0、磁気分極があると ∇ ·B = 0 とする。∇ ·B = 0 は磁荷の不
存在と関連して語られる事が多いが、力線の伝わり方や空間構造と密接に関連している事を強
調しておく。（力線が途中で減衰しない！又は我々がユークリッド空間に住んでいる）
∇×H = 0 だと磁気 potential φm を用いて、H = −∇φm と書け、磁気分極に関連した”磁






























トル i, r から特定できる一つの方向 (ベクトル)を作れという問題設定は認めよう。新しいベクトルは、両ベクト
ルが対等に入っていないといけない。両ベクトルの次元が異なるから和や差の採用はあり得ない。次に考えられ
























(∇× E) · dS =
∫
c
E · dl = V
左辺の積分結果は起電力と呼ばれる。右辺の Φ(=
∫
B · dS) は磁束と名付けられている。名前
の順番としては、B が磁束密度と呼ばれるのは、この積分に由来すると考えるのが自然だろ
う。ところで、 Faraday の電磁誘導の法則の積分形は、次式で与えられ、
(起電力) = − (磁束の時間変化) (6.2)
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(6.2) は多くの発電機の原理を与える。この式が微分形 (6.1) でも成立する事は変圧器（トラ
ンス）による交流電圧の昇降圧により、日常的に確認されている。またベータトロンという加









この式は、E と B のある種の部分は相互に転換可能であることを示している。これをもう
少し考えてみよう。∇ ·B = 0 より、B は極性ベクトル A の回転として与えられる。
B = ∇×A (6.4)
問 一様磁場 B に対しA = (B× r)/2 と与えられることを示せ。
(6.4) を (6.3) に代入すると、
∇× (E+ ∂A
∂t
) = 0 (6.5)
回転が０であるベクトルはスカラー関数の勾配で与えられるから、
E = −∇φ− ∂A
∂t
(6.6)
静電場に対する式 ∇×E = 0, E = −∇φ に時間依存性を含ませると (6.5) や (6.3) の様に拡
張された。E や φ も時間に依存するようになっている。静的な場では φは定数の自由度があっ
た。時間依存性を導入すると、自由度は少し増える。(6.4) よりAにも自由度があるから両方
で持ちつ持たれつとできる。(6.6) を ∇ · E = ρ/ε0 に代入すると
∇2φ+ ∂
∂t
∇ ·A = − ρ
ε0
(6.7)
ベクトルポテンシャルAに∇ ·A = 0という条件をつけると、










磁場密度 B が与えられたとき、電荷 q、速度 v の運動体は B から次の力をうける。
F = qv ×B (7.1)
力の原因は B か H かは真空中の磁場を調べるだけでは判断できないが、磁化された鉄材中
を通過する荷電粒子の軌跡を調べれば、B である事が判断できる。真空中では B と H は比例
関係にあり、鉄材中でも比例関係にあるとして良いが、比例係数が異なるので軌跡の曲率半径
が異なる。H を変えながら軌跡を観測すると余計はっきりする。
B と一緒に E も存在すれば、(7.1) には更に qE と言う項が加わる。ただしこう言えるのは、
E の存在が Bに影響を与えない、逆に B が E に影響を与えない事を暗黙に仮定している。











度を i とすると、電流要素 idv に働く力 dF は
dF = idv ×B (7.3)
と書くのは (7.1) の簡単な拡張であろう。又、細い電線に I という電流が流れているならば、
ds という線素に働く力 dF は














電流要素 Ids は、この H(r′) から F の力を受けるとすると





















い。一定電流の閉回路に沿って dsを積分した式が正しい事はすぐに checkされた。これを Biot
と Savart の法則と呼ぶ。









(7.5) は一見微分方程式のように見えるが、原点に置かれた電流要素と場の点が r だけへだっ
ているのでこのままでは場の方程式を作れない。少し許り細工をする必要がある。時間に依存
しないベクトルの回転の定義や静磁場が満足する方程式 ∇×H = 0 を思い出し、図を見ると
分かるように、この場の方程式は ∇×H と電流 (回転ベクトルの向き及び作られる磁場の源)
を関係付けるべきである。
無限に大きな一様電流密度が作る電流場の中に、細い流管 CI を仮想的に取り出し、この流
管に流れる電流が作る磁場 H を、流管を取り巻く軌道 CH に対して線積分する。換言すれば、















上左図で、電流要素を I ds、電流要素から CH 迄の位置ベクトルを r、CH に沿っての微小


































ここで、dr× ds = dS は、中央の図から分かるように、両微小要素の作る面積要素である。
第２行目の式は、位置 r の始点からこの面積要素を見た立体角になることを示している。最後
の積分は、ds をCI に沿って動かし、dr を CH に沿って ds とは独立に動かした時の面積分で






H · dr = I
4pi
× 4pi = I =
∫
CH
i · dA (7.7)
右辺は CH で閉まれた面についての面積分。(dA は CH で囲まれた微小部分の面積要素。)
左辺は Stokesの定理より ∇×Hの面積分になるから、任意の面に対して面積分が等しいから、
∇×H = i (7.8)
これにより、電流密度が原因で磁場がつくられるというイメージが出来た。しかしこの式は、
Biot-Savart の式から出発した。Biot-Savart の式は上で与えた問で示した欠陥があり、(7.8) に
もこの欠陥はうけつがれているはずである。例えば (7.8)の発散を計算すると、∇· (∇×H) = 0
であるから ∇ · i = 0 となり、電荷保存の法則と矛盾する。従って、何らかの補正が必要であ
る。
Maxwellの補正 今までの方程式 ∇·D = ρ, ∇·B = 0, ∇×E = −∂B
∂t














∂/∂t (∇·P)といった分極電流が誘電体の内部を流れているとしたが、真空も相対誘電率 εr = 1


















固定点 r に電荷 q があり、q の近くに永久磁石が
置いてある。点 rでの磁場を B(r, t)と書くと、こ
れは一定である。t=0 に原点が一致し、−v で運
動している座標系（ v 系）を考える。v 系から見
ると磁石も電荷も一定速度 v で動いている。v 系
では Lorentz 力 qv × Bv(R, t) が電荷に働いてい
るが、静止系で見て電荷に力は働いていないから、
v 系でも電荷に力が働いては困る。
回転座標系では遠心力が見掛けの力として働いたように、v 系では見掛けの電場Ev(R, t) =
−v ×Bv(r+ vt, t) が発生し上記 Lorentz 力を打ち消すと考えられる。
実質的に Bv が一定である事を式で書くと
Bv(r+ vt+ v∆t, t+∆t) = Bv(r+ vt, t)
左辺をTayler展開すると
Bv(r+ vt, t) + ∆t
[
(v · ∇)Bv(r+ vt, t) + ∂Bv(r+ vt, t)
∂t
]
= Bv(r+ vt, t)
これが任意の ∆t に対して成立するから
(v · ∇R)Bv(r+ vt, t) + ∂Bv(r+ vt, t)
∂t
= 0, R = r+ vt (7.10)
見掛けの電場の回転をとり、v が一定である事を考慮すると
∇R × (−v ×Bv(R, t)) = −v(∇R ·Bv) + (v · ∇R)Bv
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上の関係式と、∇R ·Bv = 0 を用いると
∇× Ev(R, t) = −∂B(R, t)
∂t
(7.11)
これは v 系で見た Faraday の電磁誘導の法則の微分形である。








∇× E = −∂B
∂t
(7.13)
∇×H = i+ ∂D
∂t
(7.14)
電気変位の発散の時間微分を計算してみよう。(7.14) と ∇ · ∇ ×H = 0 を利用すると
∂
∂t


















= −∇ · (∇× E) = 0 ∴ ∇ ·B = C2
◦ Coulomb の法則は (7.12)、(7.13)、(7.14) を認めた時に導かれる二つの保存則
∂
∂t
(∇ ·D− ρ) = 0, ∂
∂t
(∇ ·B) = 0 (7.15)
の積分定数 C1, C2 がどちらも０である事を述べている。ある意味で C1, C2 は天地創造の瞬
間に決まった定数であり、これが (7.15) の保存則に従い現在も続いている事になる。C1, C2 両
者が同時に０と言う何か意味あり気な数になるのはもっと深い基礎法則のなせる業のような気
がする。
Maxwellの法則に rankをつけるならば、(7.12) と (7.14) は天下りに認める。(7.13) は E と B
の関係を決める保存則、∇ ·D = ρ,∇ ·B = 0 は t = 0 での初期条件を与える式となる。
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第8章 場のエネルギー運動量密度
電場のエネルギー 有限な領域Vに電荷密度 ρ(r) で分布した電荷の作る場のクーロンエ








右辺の積分は全電荷領域から点 r への potential の寄与である。ここで r を領域Vに対して
























































積分は r2 でしか増えないので、r → ∞ とすると 0 になる。第２項の微分を実行すると、
−ρ(r
′)(r− r′)
|r− r′|3 となり、電荷密度 ρ(r





















dv (H ·B) (8.6)
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となる事も明らかだろう。
静電容量 電荷 qi、電位 φi(i = 1, 2, · · · , n) の導体が分布した空間を考える。場の方程式





と書ける。展開係数 Cij を容量係数とよぶ。Cij は幾何学的な形状や配置に依存する。勿論、
誘電率 ε の分布にも依る。容量係数の符号は、次の様にしてきまる。第 i番目の物体のみを残
し他をグランドに落すと、(φj = 0; i 6= j), qi = Cii φi。ここで、qi > 0 ならば φi も正であ
るから Cii > 0 である。i, j 以外の物体を ground に落し、qi を δqi だけ増すと、φi は δφi、
φj は δφj だけ増す。物体 j の電荷は固定したままだから、δqj = Cji δφi + Cjj δφj = 0。ここ






E ·Ddv = −1
2
∫
(∇φ) ·Ddv = 1
2
∫
{φ∇ ·D−∇ · (φD)} dv
右辺第一項で、φ は各導体で一定値 φi をとり、∇ ·D = ρ を積分すると qi になる。第二項

































































− 1|r− r′|∇r ×B(r)
定常状態では ∂D/∂t = 0 であるから、





















第二項は r 微分については i(r′) は定ベクトルだから、微分の中にいれてもよいから









































|ri − rj| (8.11)
磁場エネルギーは各電路に流れる電流の双一次形式であたえられる。
(8.8)、(8.10)を比較すると電 · 磁場で電流 Ii ↔電位 φi、容量係数 Cij と相互インダクタンス
Lij とが対応している。Lii を自己インダクタンスと呼ぶ。対象がはっきり分かっている時に
は Cii や Lii は C,L と略記され、コンデンサーやコイルの特性を表す。電気工業上重要なパ
ラメータである。二本の電路の相互インダクタンスは (8.10)による線積分だから、電流の向き
により符号を変える。
場のエネルギー・運動量密度 次式で定義された Poynting Vector S の発散の計算をして
みる。
S = E×H (8.12)
∇ · (E×H) = H · (∇× E)− E · (∇×H)
Maxwell 方程式を代入し、B = µH, D = εE であるとすると、次の保存則を得る。









+ E · i = 0 (8.13)
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第二項は前節で知った電磁場のエネルギー密度である。第三項は電場が電流を流す事によっ
て消耗したエネルギー（いわゆる Joule 熱）である。もしも Joule 熱の項 E · i = 0 ならば
(8.13) は連続の式であるから、第一項は体積要素から流れ出すエネルギー流の密度を表してい
る。














[W/m3] だから、電場または磁場が弱くなり、１秒間１ m3 あたり１／２ J の発熱があり
１ J は外に逃げている事になる。
特に、乾電池と棒磁石とを直交させて置いておくと、E×H 6= 0 であるからエネルギーが永久
的に流れているように思われる。このような静的な場合には（8.13）の導き方からわかるよう







応力テンソル 物質内部の点 r を中心とする面要素 ds を考える。この面要素の負の側か
ら正の側に働く力 df は、面要素が小さければその面積に比例するであろう。面要素をいろい
ろの向きに取ると、比例係数は変化する。特に面要素が x 軸の方向を向いている時、これを
dsx と名付ける。y, z に付いても同様。この時
dfx = Txx dsx + Txy dsy + Txz dsz
dfy = Tyx dsx + Tyy dsy + Tyz dsz
dfz = Tzx dsx + Tzy dsy + Tzz dsz
又は
df = T ds (8.14)







 0 Txy + Tyx Txz + TzxTxy + Tyx 0 Tyz + Tzy





 0 Txy − Tyx Txz − TzxTyx − Txy 0 Tyz − Tzy



















{dfx(x+ dx, y, z)− dfx(x, y, z)}+ {dfx(x, y + dy, z)− dfx(x, y, z)}












ここで、dsx = dydz を用いた。





運動量と場の運動量を統一的に理解したい。場の体積要素 dv を考える。ここには電荷密度 ρ、
電流密度 i、電磁場 E, Hとこれに付随し電気変位 Dと磁束密度 Bがあり、D = εE, B = µH
と与えられているとする。この体積要素に働く Lorentz力を fL dv とすると
fL = ρE+ i×B (8.18)
この式を応力テンソルの発散の形で書いてみたい。x 成分のみを暫く考える。






























































































ここで {(∇×H)×B}x は (8.19)と同じ形をしているから
















































































































ここで εµ = 1/c2 とおいた。後から分かるように c は光速である。他の成分も同様である。



























(ii) 応力テンソルTを電気的部分 TE、磁気的部分 TM の和とする。
T = TE + TM
TE =












































































ポテンシャル φ、A の満足すべき方程式 ∇·B = 0 より、B = ∇×A と vector potential
を用いて B は表わせる。∇ × E = −∂B
∂t








∇ ·D=ρ、∇×H = i + ∂D
∂t
だけでは情報が不足している。ε、µ を定数として、次の構成方
程式D = εE、B = µH を仮定する。但し、ε µ = 1/c2 とおく。
残りの二つの Maxwell の方程式を、potential (φ, A) を用いて表現する。天下りであるが、
以下の量を定義する。









微分演算子 ¤ を d’Alembertian と呼ぶ。
クーロンの法則は、




































































∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A (9.5)
式 (9.5) と、(9.2) より、









一方、∇×H = i+ ∂D
∂t
にこの式を代入すると、
¤A = −µi+∇Ψ (9.6)
ここで Lorentz の条件


















という対称的な形になる。Lorentz 条件を満足する ポテンシャルを Lorentz gauge と呼ぶ。
potential の選択には自由度がある E、B を与える potential をひとつ見つけて来て、
これを (φ1,A1) と書いたとする。この時、
φ2 = φ1 +
∂χ
∂t
A2 = A1 −∇χ
 (9.10)
も同じ E、B を与える。∇×∇χ = 0 であるから、











(φ1,A1)を Lorentz gauge だとすると、




= Ψ1 −¤χ = −¤χ
であるから、変換 (9.10) において¤χ = 0 ならば、変換後の potential も Lorentz gauge で
ある。





この式を見ると potential φ は、Coulomb potential と同じように、電荷だけで作られている
様に見える。電流も電場だけで出来ている。この様に選んだ (∇ ·A = 0) gauge を Coulomb
gauge と呼ぶ。
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(9.2) で定義した Ψ に ¤ を演算してみよう。




¤φ = −µ(∇ · i+ ∂ρ
∂t









この節では、potential (φ, A)を導入し、電磁場はpotentialからB = ∇×A, E = −∇φ−∂A
∂t
により計算可能な付加的物理量となった。これにより、Lorentz gauge では、Maxwell の４個
の方程式が次式で与えられる２個の方程式になった。
¤φ = −ρ/ε, ¤A = −µi








電磁気学に目を戻そう。ここで述べた様に、主役の交替により従属変数が E, B の６個から




存則との関係で vector potential が重要な役割を果たす。更に進んだ例として、アハラノフ・
ボーム効果を引用しておこう。potential は、粒子の波動性を記述する位相に密接に関係してい




















{φ(r, t)又はA(r, t)} = 0 (9.15)
今後、暫くは φ を取り上げる。解を調べるために、φ は x、y に依存しないと仮定してみよ



















































この因数分解により 2 階偏微分方程式が 1階偏微分方程式になった。z で微分したものと、t
で微分し更に c で割ったもの (‘ct’ で微分したもの)は、符号を除いて等しいと (9.17) は教え
ている。これから、(9.16) の一般解は、
φ(z, t) = f(z + ct) + g(z − ct) (9.18)
である事が分かる。f は (9.17) の下の式の解、g は上の式の解であることに注意。
f の方を例にとると、f の独立変数を p = z + ct と書くと、p = 一定ならば当然 f(p) = 一
定である。p = 一定という式を t で微分すると、
dz
dt
= vz = −c. (9.19)
これから f = 一定という点は (9.17) で与えられる様に光速 c で z の減る方向に走っているこ
とが分かる。(9.15) は c を平方の形で含むから、c の符号は何でもよいといっている。g は c





(9.16) の解、(9.18) を知って (9.15) の解を知るために、
z 軸を単位ベクトル kˆ の方向に向ける座標回転を考えよ





z = 1 (9.20)
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旧座標の zをベクトルで書くと zeˆz は新座標系では、
zeˆz = X eˆX + Y eˆY + ZeˆZ = (r)新 (9.21)
と書ける。ここで eˆX、eˆY、eˆZ はそれぞれX、Y、Z軸方向の単位ベクトルである。eˆz · eˆX = kˆx
etc.であるから、z = (r)新 · eˆz を代入し、
φ(r, t) = f(r · kˆ+ ct) + g(r · kˆ− ct) (9.22)
これが、(9.15) の波動方程式の解だと想像がつく。実際に計算してみると、
∇f(r · kˆ+ ct) = kˆf ′(r · kˆ+ ct)
∇ · ∇f(r · kˆ+ ct) = kˆ2f ′′(r · kˆ+ ct) = f ′′(r · kˆ+ ct)
∂2
∂t2
f(r · kˆ+ ct) = c2f ′′(r · kˆ+ ct)
 (9.23)
ここで f ′ は f をその変数 (r · kˆ+ ct) で微分することを示す。
これから (9.22)が (9.15)の解であることが分かる。波の進行方向 kˆは任意であるから、(9.17)
では固定していた波の進行方向を不問にした波動方程式が (9.15) であることが分かる。
(9.15) の解は任意の伝播方向の波を重ね合わせてもよいし、任意の振動数の波を重ね合わせ
ても良い。特定の振動数の波を一つ pick upしてみよう。又、kˆ に正、負の向きを含めると、
(9.17) の f の項は無視しても良い。従って、(9.15) の解を次の様に書こう。
φ = φ0 exp[i(k · r− ωt)]
A = A0 exp[i(k · r− ωt)]
}
(9.24)
φ、A は実数でなければいけないので、実際の観測量が欲しい時には (9.24) の実部 (又は虚部)











k ·A0 = c kˆ ·A0 (9.26)
(9.15) は線形な微分方程式である定数項を含み得る。しかし積分定数は無視する (静的な場に
対応する)。φ と A から電場 E を計算すると、
E = −∂A
∂t
−∇φ = iωA0 exp[i(k · r− ωt)]− ikφ0 exp[i(k · r− ωt)]
= i
{
ωA0 − ck(kˆ ·A0)
}
exp i(k · r− ωt)







E0 = ω(A0 − kˆ(kˆ ·A0)) (9.28)
E0 は A0 の内、“光”の進行方向の成分を除いたもののω 倍で
あると読める。即ちE0は kに直交している。これは、∇·E = 0
からもっと直接的に導ける。
∇ · E = ik · E0 exp[i(k · r− ωt)] = 0 ∴ E0 ⊥ k (9.29)
i が登場したから、電場とポテンシャルは位相が９０度ずれている。
次に B を計算しよう。
B = ∇×A = +i (k×A0) exp[i(k · r− ωt)]
= iB0 exp[i(k · r− ωt)] (9.30)
ここで、
B0 = (k ×A0) (9.31)
これから B も k に垂直であることがわかる。(9.24) で A0 の k 方向の成分A0‖ は E に何の
効果も及ぼさないことが知られたが、(9.31) からはA0‖ は B にも効果がない事を示している。





そうすると A0 と E0 は平行であり、E は k と直交し、B は
E にも k にも直交する。




E、B、k はこの順に右手系を作り、Poynting vector S = E×H はたしかに波の進行方向を向
いている。“電磁場ベクトル E、B が光の進行方向に直交している” という事を別の言葉で “
光は横波である” と呼んでいる。(9.27)、(9.30) で ∇ ·E = ∇ ·B = 0 とすると明らかに光の横
波性が導ける。
ところで、∇ · E = ∇ ·B = 0 は Coulomb の法則である。別の言葉で言えば、Coulomb の
法則は、縦方向に力が伝わる。ここでは、自由場は真空中を横波として光の速さで伝わると述
べている。
(9.33) より電場と磁場が電荷に及ぼす力の比は qE0：q v B0=1：v/c である。|v/c| ¿ 1 の非相
対論的領域では電場だけを考えればよい。又、相対論的効果は (v/c の１次である点にも注意
せよ。
(9.33) を利用すると、場のエネルギー密度 e = ε0E2、運動量密度 mc = E2/(µ0 c) と書けるか
ら、e = mc2 の関係が導ける。この式は Einstein の特殊相対論よりも古くから知られていた。
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解の積分表示、advanced potential と retarded potential
式 (9.8)即ち (∇2−∂2/∂(ct)2)φ = −ρ/εの特解の積分表示を考える。c→∞とすると Poisson
の方程式となり、解は Coulomb potential φC(r, t) で与えられる。
r’
r








この式は点 r′、時刻 t にある電荷 ρ(r′, t) から発生した
電気力線が無限大の早さで点 rに影響を及ぼしていると
解釈される。
c が有限ならば、距離 |r− r′| を c の速さで伝わるのに要する時間 ∆t = |r− r′|/c だけ過去
の電荷 ρ(r′, t −∆t)が、現在の potential φ(r, t) に影響を持っていると考えるのが自然であろ









t′ = t− |r− r′|/c
 (9.35)
(9.35) が (9.8) を満足することは直接計算すれば確認できる。この時、次の関係式が利用で
きる。∇ は r についての微分だから、積分の中へ入れられる。t′ は r にも依存する。
∇ 1|r− r′| = −
(r− r′)














|r− r′| = −
(r− r′)
|r− r′|3 ρ(r













− 4piδ(r− r′) ρ(r′, t′) (9.38)
即ち、(9.35) は (9.8) の解の積分表示になっている。ところで、(9.8) は c を２乗の形で含むか




















t′− の方を採用した解は retarded potential , 一方 t′+ の方を採用した解は advanced potential
と呼ばれる。advanced potential は因果関係が逆転しているとの理由で採用されないことが多
い1。電荷の保存が成立すれば、(9.39)は Lorentz 条件を満足する事は簡単に示される。
Hertz potential (9.8)、(9.9)では場の湧き口を与える量として ρ、i合わせて４個、又、




∇ · i+ ∂ρ
∂t



























Π = −µp (9.41)






potential の積分表示 (9.39) の内 retarded potential から電磁場 E、B を計算する。先ず、遅
延時間を定義する。湧き口の４次元座標 (r′, t′) を出た情報が、場の点 (r, t) に影響を及ぼすと
考えている。

























次に ∂ρ/∂t′ は電荷の保存を用い、電流密度を用いて表す。電荷の保存は湧き口 r′ を中心と
した体積要素に対し (任意の)現地時間 t′ を固定したときに成立する関係であるから




ここで ∇r′• は t′ を固定した r′ による微分演算子である。これから
∂ρ
∂t′
= −∇r′• · i(r′, t′) = −∇r′ · i− ∂i
∂t′






と書ける。よって上の ∇φ の式 (10.2) の右辺第 2 項に (10.4) を代入すると、∫ ∇r t′
|r− r′|
{







と書ける。さらに Gauss の発散定理を用い、無限遠方では電流密度は 0 だと仮定すると、
(10.5) は ∫


















































































即ち、湧き口と場の点をつなぐ方向 (r − r′) にいくら電流が
時間的に変化してもそれでは電場をつくらないといっている。
又、 1/4pi εc2 = µ/4pi と書いてみると、磁場が原因で作られ
た様に見える事も注意しておく。
Bの計算
















































|r− r′|3 × i(r









第１項は Biot-Savart の式である。第２項は (10.8) の第３項と同一の原因 (即ち ∂i⊥/∂t′) で
あることに注目しよう。r 依存性も r →∞ ならば 1/r になる。どちらも “遅延時間”というも
のの存在がそもそもの原因であることは式をさかのぼっていけば理解できよう。
ここで湧き口が分布している範囲は半径 a の球内に限定される場合を考えよう。r = |r| À a
ならば、E および Bの leading term は 1/r に比例する項だからこの項のみを取り出してくる。
一番簡単には 1/|r− r′| ∼ 1/r とする事である。
この時













































dv′ r′ρ(r′, t′). (10.14)













dv′ r′[∇r′ · i(r′, t′)] = −
∫
r′ i(r′, t′) · ds′ +
∫
























×E1 とすると r を中心とする面積 dA を
単位時間に通過するエネルギー dW は
dW =(E1 × 1
µ








|p¨|2 sin2 θ dΩ (10.17)
z 軸方向に一次元の振動電流が流れていると、
θ = 0◦ と 180◦ 方向には輻射は放出されず、
θ = pi/2 の x、y 面内で最大強度となる。図
では電気双極子能率は上下に振動している。
双極子が 1個だけ時間的に振動している時に



















双極子輻射が言えるためには r À a を仮定したが、時間的条件からも制限が１つ出てくる。
単振動の状態を考えると、E 等は exp[i(kˆ · r − ωt/c)] という依存性を示す。∂i/∂t′ から iω/c
という因子が登場し、ω = ck だから k が 1/r の r 依存性に効果を与えては困る。この結果を
まとめて、k を波長で書くと
r À a, r À λ–(= λ/2pi) (10.18)
この条件が成立している領域を波動帯 (wave zone) と呼ぶ。波動帯よりも湧き口に近づくと電
場は 1/r だけでなく 1/r2 やもっと複雑な r 依存性を有する。輻射を伴っている場合は電磁的
エネルギーだけではエネルギーの保存則を満足しない。湧き口を駆動するエネルギー源の存在
がどうしても必要だ。
(10.8)、(10.11) で 1/|r − r′| を 1/r で近似し、電気的双極子時間変動 p¨ が輻射の原因だと
言った。この様な輻射を電気的双極子輻射と呼ぶ。双極子を重ね合わせると、多重極を作るこ
とができる事は静電場の場合と同様である。これは (10.8) の中で t′ に含まれている r′ 依存性
を Tayler 展開であらわに書くことで実現できる。1/|r − r′| も r′ 依存性を有するが、これを
Tayler 展開すると (r′/r) のベキになり 1/r2 ect. と 1/r の高いベキになり、これから輻射は
出てこない。輻射はいつも時間遅れの項から出てくる。
電荷と電流が存在する時の potential φ、A の式から輻射を導いた。輻射には ρ は実質的に








第11章 Lienard-Wiechert の potential






















′ · (r− r′)












|r− r′|(1− α) (11.4)




, t′ = t− 1
c
|r− r′| (11.5)
他の導き方： 式 (11.1) の積分を同時刻に行いたいと考えてみる。湧き口の代表点を電荷の
重心 rg にとり、 tg での時刻に積分を実行する。r′(t) を r′(tg) で表したい。時刻 tg に r′ は
r′(tg) よりも r′′ だけ離れていたとする。r′ は時刻 t には rg(tg) + r′′ から速度 vg (これは湧き





tg =t− |r− rg(tg)|/c
t′ =t− |r− r′(t′)|/c
r′(t′) =rg(tg) + r′′ + (t′ − tg)vg
ここで、 (t′ − tg) を消去し、r′(t′) と r′′ の関係を
導く。
c(t′ − tg) =|r− rg(tg)| − |r− r′(t′)| = |r− rg(tg)| − |r− rg(tg)− r′′ − vg(t′ − tg)|
=
r− rg(tg)
|r− rg(tg)| · (r







t′ − tg = n · r
′′
c− n · vg =
n · r′′
D
, D = c− n · vg (11.7)

























































ρ dr′′ = q etc. より (11.3, 11.4) は導ける。
猶、|r′′| ¿ |r| ならば、 v′(t′) = dr
′
dt′









これで運動する点電荷がつくる Lorentz gauge での potential が作れた。(9.39) は potential




Lienard-Wiechert の potential から電磁場を計算する




, AL(r, t) =
µ qv(t′)
4pi s
s = |r− r′| − β · (r− r′), β = v(t′)/c, t′ = t− |r− r′(t′)|/c
 (11.12)
で与えられ、電磁場 E(r, t)、B(r, t) はこれ等の微分を用いて計算できる。B は磁束密度で
あるが、広義には H と B をひっくるめて磁場と呼ぶ。










∇s = − 1
s2
{∇|r− r′| − ∇β · (r− r′)} (11.13)
ここで t′ も r に依存するから ∇ は t′ を固定した部分 ∇r• と (∇t′) ∂
∂t′
の和になる。
∇r = ∇r• + (∇rt′) ∂
∂t′
(11.14)






∇r|r(t)− r′(t′)| = − r− r
′
c |r− r′| +
(r− r′) · v










∴ ∇ = ∇r • − 1











1− β · nˆ
nˆ
c
(r− r′) · (−v)
|r− r′| = nˆ+
1
1− β · nˆ nˆ(nˆ · β)
=
nˆ
1− β · nˆ (11.19)
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(11.13) 第 2項の計算
∇(β · r) =
(
∇r • − 1






(β · r) = β − 1




∇(β · r′) =
(
∇r • − 1






(β · r′) = − 1
1− β · nˆ
nˆ
c
(β˙ · r′ + β · v)
この差を作ると、第２項は、
第 2項 = β − 1
1− β · nˆ
nˆ
c
β˙ · (r− r′) + β
2








1− β · nˆ − β +
1
1− β · nˆ
nˆ
c
β˙ · (r− r′)− β
2








nˆ− β + nˆ
1− β · nˆ
{




























































{|r− r′| − β · (r− r′)} = (r− r
′) · (−v)
|r− r′| − β˙ · (r− r
′) + β · v













nˆ · β − β2
c















E = − q
4pi ε
β˙







nˆ− β + nˆ− β
1− β · nˆ
{

















s2(1− β · nˆ)(nˆ− β) +
1
s c(1− β · nˆ)2
{









s2(1− β · nˆ)(nˆ− β) +
1





1/s に比例する項が輻射に対応し必ず加速度 β˙ を含む。
次に磁場の計算をする。





























∇× v = ∇r • × v +∇t′ × ∂v
∂t′
= ∇t′ × v˙ = − nˆ× β˙
1− β · nˆ (11.30)
であるから、
∴ B =− q
4pi εc s2
[{
nˆ− β + nˆ
1− β · nˆ
(




× β + s(nˆ× β˙)




4pi ε c s2
(1− β2)β × nˆ
1− β · nˆ +
q
4pi ε s(1− β · nˆ)2 c2
{





4pi ε c s
[
1− β2
s(1− β · nˆ)(β × nˆ) +
1
















β˙ = 0 の場合を少し考えてみる。r を原点にとり、β の方向を x軸、r を x − y 面内 nˆ =





(1− β cos θ)3 {(cos θ − β) eˆx + sin θ eˆy} (11.33)
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中括弧 {· · · } の中は時刻 t での、荷電粒子の位置から場の点の方向を向いている。eˆx、eˆy は
x、y 軸方向の単位ベクトル Coulomb力による場が β 6= 0 の時、等方的でない。β ≥ 1 とす
ると、おかしな事が起きるから、0 ≤ β < 1に限定し、図示してみよう。β が小さいと等方的
だった場が、β と共に前方が著しくなり、β = 0 の時、nˆ であったものが、nˆ− β で置き換わ
る。nˆ をきめた時 E は nˆ よりも大きな角度の方向を向いている。この傾向は前方で著しい。
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荷電粒子による輻射の角分布と強度 電磁場を与える (11.28)、(11.31)の β˙ に比例する
項は分母に s を 1次で含むから、Poynting vectorは r →∞ とした時 1/r2 に依存して減少す
る。即ち荷電体を中心とする大きな球面上で面積分を行うと一定値になり、輻射としてエネル
ギーが放出されていることが分かる。
E、B の内 β˙ に比例する項を Er、Brと書くと、
Er =
q
4pi ε s c(1− β · nˆ)2 nˆ× {(nˆ− β)× β˙} (11.34)
Br =
q











電荷から r の距離にある微小面積 r2 dΩ を微小時間 dt に通過するエネルギー dW は













(1− β · nˆ)5 |nˆ× {(nˆ− β)× β˙}|
2 dΩ (11.40)
この式は荷電粒子から見て、nˆ 方向への輻射の角分布を与える。|β| ¿ 1 ならば、(11.40)で
nˆ− β → nˆ、β · nˆ→ 0 とおくと、




これは qv˙ = p¨ とおくと (10.17) に一致する。
X 線発生用クーリッジ管の様に直進する電子を金属中で止める時、平均的には β と β˙ は平





(1− β cos θ)5 (11.42)
β が小さい時は dipole 輻射と同じだが、β が大きくなると、分母が大きく効いてきて、前方
に傾く角分布を与える。
sin2 θ
(1− β cos θ)5 は θ = cos
−1
√









sin2 θ sin θ



















の方向に z 軸、円運動の中心向に x 軸、x、y、z の順
に右手系を作る様に y 軸をとる。場の点 r = nˆr と見
える。
nˆ = ( sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ )
β = ( 0, 0, β )
β˙ = ( −β˙, 0, 0 )
 (11.46)
を利用し、(11.40) の登場する以下の量を計算する。




2 (1− β cos θ)2 − (1− β2) sin2 θ}







1. 陽子のまわりを電子が周回しているとき。特に 1s 軌道ではどうか?
2. 1C (クーロン)の電荷を地球が持っているとすると、一年の長さはどれくらいの割合で変
化するか。




古典電子半径 半径 r0 の一様帯電球のエネルギー E を計算する。球対称だから全電荷を
























電荷 q が v(|v/c| ¿ 1) でゆっくりと z 軸方向に






(11.28)で s→ r、nˆ = r/r、β = 0 としても良い。









v × E (12.4)









E× (v × E) = 1
c4µ0
{










































4pi ε0 c2 r0
v (12.8)









4pi ε0 c2 r0
(12.9)
(12.2) では因子 1/2 を無視したが、ここでは因子 2/3 は残っている。いい加減な習慣ダ! ここ
で (12.6) を導く時、全空間にわたって積分すると言っておいて r0 は０としていないが、もし











する。即ち荷電粒子の運動にブレーキがかかる。この力を Fr と書くと、v · Fr がこの仕事率
でこれが P に等しいと都合がよい。荷電粒子のエネルギーを W だとすると、
−dW
dt























































書き、これは次の Galilei 変換に対して形を変えない (不変である)。

















= F(r, t) (13.3)
力 F が速度に依存しなければ






























































































































(独立変数)=const. という式を t′ で微分すると
z˙′
1∓ v/c ∓ c = 0 or z˙
′ = v′z = ±c(1∓ v/c) = ±(c∓ v) (13.8)
すなわち、z′ 軸方向に (c − v) 又は (−c + v) という速さで進む波を表すという常識的な結論
になる。勿論、(13.1) の波動方程式の解は c で伝わる波動を記述する。
下に示した要求精度を満足する Michelson と Morley の実験は、この結論と矛盾するもので
あった。
⇒ 波動方程式、従ってMaxwell の方程式は、Galilei 変換に対し不変はでない。
Galilei 変換

Newton の運動方程式 · · ·O.K.







がまちがっている。(13.8) を見ると、速さをチェックすれば良い。Maxwell の方程式は どの程
度の精度で地球上では成立するのだろうか？ これは実験せねばならぬ。大きな速度の一つの
基準として地球の公転速度を持って来よう。地球の公転速度と光速を比較するならば、地球の





















円運動をしている ( Bradley, 1727)。その長軸の視角は
41′′ であり、地球の公転面近くの恒星ではほぼ直線、こ
の面に垂直方向の恒星はほぼ円軌道を描く。




















(13.9) の第二の問いに付いて考えてみる。Maxwell の方程式 (特に波動方程式)を不変にする

















, γ = 1/
√
1− β2 (13.14)
Maxwell の方程式は時刻 t と位置 r についての一階の連立偏微分方程式だから r だけ変える








































確かに Lorentz変換 (13.13)は波動方程式を不変にする変換である。当然のことながら Lorentz
変換は Newton の運動方程式を不変にしない。










で減衰する項を除けば E や B
には縦波の成分も存在するのである。エーテルは縦波を減衰させ、横波を減衰させない？
2. 光の横波性は ∇ ·B = 0 というクーロンの法則から導かれたものである。クーロンの法則






しを一つ。(非)相対論的量子力学の Dirac (Schro¨dinger) 方程式を水素原子に対して解く
と、2p3/2 (2p) 準位のエネルギーは精度良く計算できる。原理的には無限の精度で！即ち
2p3/2 (2p)準位のエネルギー不確定性は０である。不確定性原理を知っていれば、2p3/2 (2p)
準位は 1s1/2 (1s) 準位へ自然に遷移することではない！こんなことを言えば高校生に笑わ
れる。やはり真空とはそんなものですよ。
エーテル (真空)には、未知の性質がある！
3. 真空中を伝播する光には分散と言う現象が知られていない。光速 c が振動数 (又は波長)
に依存するならば、これを分散があると言うが、この様な事は知られていない。一方、通








同時の相対性 ここで Einstein の登場となるわけだが、大切な変化の糸口は Maxwell 方程
式を不変にする (少し曖昧な表現だが)座標変換として Lorentz 変換の存在を認めると時間と言








A、B、C の三人は “同時”に列車に記号 A’、B’、C’ をつけ
る。記号をつけた瞬間に A と C に同時に落雷があったとす
る。A と C への落雷の影響 (例えば雷光)は左右から同時に
B に到着するから、地上では同時に落雷があったことは確認
できる。
列車内では落雷の瞬間に発生した信号は A’ および C’ から発生し B’ に伝えられる (他にも
伝わるが)。光信号だとすると、B’ は図の場合、A’ からの光信号を迎えるように、逆にC’ の
光信号から逃げる様に動いているから、A’ からの信号の方が C’ からの信号よりも早く到着す
る。即ち、B’ では二つの落雷を同時刻とは判断しない。
一つの座標系 (地上)の異なる座標 (地点 A、C)で同時に起こった二つの事象 (落雷)は異なった





問 静止座標系 S とこれに対し Z 軸方向に一定速度 v で動く座標系 S’ を考える。S 系
の原点を時刻 t = 0 に発射した光の波面の方程式 x2 + y2 + z2 − c2 t2 = 0 を不変にする S
→ S’ 系への一次変換の内、時刻の向きや座標軸の向きを変えないものは、座標軸の向き
を両系で平行に取ると Lorentz 変換以外にないことを示せ。
問 相対性という事を常識的に考えると、上の問で逆に S’→ S の座標変換はただ v を










今まで多くの物理法則は A = B という様な方程式に書かれていたのに比較し、非常に表
現が変わっているので戸惑うかも知れないが、影響する所は広範囲に渡る。
この相対論と良く似た物理法則に、良く知られているが名前の付いていないものとして、
次元の保存則がある。即ち A = B という法則の右辺及び左辺の次元は等しいというもの
である。次元も座標変換に依存しない。
Newton の運動方程式は Galilei 変換に対し、Maxwell 方程式は Lorentz 変換に対し不変




更に、Lorentz 変換の名付け親も Poincare らしい。そうすると、相対論を作り上げた人
物として、Einstein に光が当たりすぎて、Poincare を逆に軽視しすぎている様に思える。
(2)光速不変の原理 慣性系 (加速度が働いていない系)では光速は座標系によらない。この原
理は Lorentz 変換とは整合が取れているが、Galilei 変換とは矛盾する。この原理は慣性
系では Maxwell の方程式が成立すると言いかえた方が良いと個人的には考えている。い
わゆる c というのは、現在の立場からすると、質量が ０ の粒子の伝播速度と理解されて
いるからである。
Lorentz 変換 静止系 (もう少し一般的には慣性系) S; (x, y, z, t) と S に対して Z 軸方
向に速度 v で運動している座標系 S’; (x′, y′, z′, t′) の間の座標変換を次式で与える。
x′ = x
y′ = y










1− β2, β = v/c とする。
又は、変数の次元を揃えるために次の定義を用いる。












γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
−βγ 0 0 γ
 . (13.19)
ここで上と下に斜めに一回ずつ表れる指標、 (13.18) では ν については 0 ∼ 3 に対して和を
取る。(Einstein の規約)
(13.13) 又は (13.18) を (特殊) Lorentz 変換と呼ぶ。t = 0 に両系の原点が一致し v の方向が座
標軸の方向に取られている点が特殊と名付ける理由の一部である。
Lorentz 変換は、以下の様な性質を示す。
(1) 時間の短縮 S’ 系の原点にある時計を S 系の一点 (z1 = z2) で観察すると、



















(2) Lorentz 収縮 S’ 系で長さ ∆z′(= z′2− z′1) の棒を S 系の時刻 t に測定すると ( S 系で同時
刻に測定する, t2 − t1 = 0 )
∆z′ = z′2 − z′1 = γ (z2 − z1 − cβ(t2 − t1)) = γ∆z






種明かしをしよう。この時、t′2 = t′1 −∆z′ v/(c2) という関係があるから、S 系で z′2 と z′1
を同時刻に測定しているが、S’ 系では z′2 を時刻 t′2 に測定し ∆z′ v/(c2) だけ時間が経過




(3)速度の合成則 S’ 系で速度 u′(= dz′/dt′) で動いている点を S 系から見ると
dz′ = γ(dz − v dt)






























(13.20)、(13.21) は β(= v/c) の平方にのみ関係しているから、β の符号を変えても式は
変化しない。即ち S’ から S を見ると S 系が (−v) の速さで z′ 軸方向に運動している。
(S ⇔ S ′, v ⇔ −v) という置き換えに対し不変である。
問 光行差や Fizeau の実験を (13.22) を用いて説明せよ。
問 (13.22)より |u| < c, |v| < c ならば |u′| < c を導け。
即ち、光速以下の速度をいくら加えても、光速を越える事は出来ない。








y = mz, m = tan θ (−pi
2
≤ θ ≤ pi
2
)
ととり、S’ 系では y′ = mγ(z′ + β c t′) = m′(z′ +
β c t′) ととる。
m′ = γ tan θ = tan θ′とおくと、
θ′ = tan−1(γ tan θ) (13.24)
θ 6= 0, θ 6= pi
2
ならば θ′ > θ だから直線が立ってみ
える。
特に原点から等方的に放射状に出ている電気力線は図の様に見えるであろう。この観点か
ら、Lienard-Wiechert の potential を思い出してみるとよいだろう。










r の u に平行 (垂直)成分を r‖(r⊥) という記号を用いる。r′ についても同様とする。β(=
u/c) に垂直な空間成分は変化せず、平行成分のみが影響をうけるから、
r′⊥ = r⊥, r
′
‖ = γ(r‖ − βc t) (13.26)
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c t′ = γ (c t− β · r‖) = γ (c t− β · r) (13.27)
平行、垂直という添字を持つベクトルを消去して r と r′ の関係にしたい。
r′ = r′⊥ + r
′
‖ = r+ (γ − 1)r‖ − γβc t (13.28)










, γ − 1 = β
2√
1− β2(1 +√1− β2)
と書くと





1− β2 (r · β)− c t
)
c t′ = γ(c t− β · r)
 (13.29)
分子を有理化した方が数値計算上誤差が入りにくい事に注意。
この一般方向の速度に対する Lorentz 変換を、以下の様に機械的に導く事も出来る。z 軸
と u のなす角度を α とし、z と u のなす面内に y軸をとり、次の３個の操作を順に行う。
1. x 軸の周りに角 −α だけ座標系を回転する。この変換行列を Rx(−α) と書く。
2. 新 z 軸方向は u は向いているから (13.18) により Lorentz 変換は行える。この変換
行列を Lz(β) と書く。
3. 新 x 軸 (これは旧 x 軸でもある)のまわりに+α だけ回転して元へ戻す。この変換行
列を Rx(+α) と書く。




γ 0 −βyγ −βzγ
0 1 0 0

















(6) 相続く Lorentz 変換
３つの座標系 S, S’, S” を考え、これらは以下の様な関係にあるとする。但し、t = t′ =
t′′ = 0 に３者の原点は一致していたとする。
S’ 系は S 系に対し z 軸方向に v で運動している








z とし、 S → S”系への Lorentz 変換は L(u)Lz(v) で与えられると





更に面白いことは L(u)Lz(v) と同一の Lorentz 変換はどん





L(u)Lz(v) = L(cβ)Rx(θ), 又は (13.31)
= Rx(φ)L(cβ
′)
となる様な Rx や L(cβ), L(cβ′) は存在しそうである。直接計算すると θ = φ であり、β
や β′ は存在することが解る。
座標系の回転も Lorentz 変換の仲間に入れてしまうと、特殊 Lorentz 変換だけを考える
より便利そうだと気がつくだろう。今後は座標回転も Lorentz 変換だとする。
この結果 Lorentz 変換を二つ連続して行なったものも又 Lorentz 変換となる。恒等変換
や逆変換も当然存在するから Lorentz 変換だけで閉じている事になる ( Lorentz 変換群を
作っている)。
z 軸の回りの角度 α の回転は三次元空間では一次の行列で与えられる。
Rz(α) =
 cosα − sinα 0− sinα cosα 0
0 0 1
 (13.32)
α = iθ と書くと、c t, z に垂直な軸の回りの回転 R(iθ) は
R(iθ) =

cosh θ 0 0 i sinh θ
0 1 0 0
0 0 1 0
i sinh θ 0 0 cosh θ
 (13.33)








(問) x(y) 軸方向ヘの βx (βy) の Lorentz 変換を Lx(βx)(Ly(βy)) と書く。βy = a δt/c (δt
は無限小)として、
Ly(a δt)Lx(βx) = Rz(α)L(β) (13.34)
と書いた時の α と β を求めよ。但し、L(β) は β の Lorentz 変換とした。
これから運動方向に垂直な加速度 a が加わると系を v a/2c2 の角速度で v と z に垂
直な軸 (v × z の方向)の回りに系を回転している事になる (Thomas precession)。





別の見方も紹介しておこう。具体的にするために、異なる二つの方向を x, y 軸だと






(問) 長さが１ m の棒を x 軸に沿って走らせる。一方、直径 １ m の穴があいた板を、円
の中心が y 軸に一致するよう置き、xz 面に平行に y 軸に沿って走らせる。両者の中
心は静止系から見て、原点で一致するように、両者の運動は同期されている。棒から
見ると、 Lorentz 収縮の為に、穴の直径は１ m よりも小さく見えるから棒が穴を通
過出来ない。一方、穴からは 棒の長さが１ m よりも短かく見えるから、棒は穴を通
過するはずである。
さて、衝突するのか？ 又は通過するのか？













































j = δj k (13.37)
後半の式も、同様に導ける。
この式は、a と b をどちらが先に来ても良いから、対角添字が等しい時、この添字に付いて





















式 (13.35) と (13.39) を比較すると、基本ベクトルは行列 (aij) で変換されるが、ベクトルの成
分はその逆行列 (bji ) で変換される。即ち、両者は異なる変換性を有する。この意味で指標は上
に付けたり、下に付けたりする。
指標の上げ下げ 式 (13.38) に基本ベクトル eˆj を掛け、ベクトルの下付き指標成分 xj を
次式で導入する。
xj ≡ eˆj · r =
∑
i






gj i = gi j = eˆi · eˆj (13.41)





gi j xj (13.42)
この式は、（13.40）式と一緒にするとベクトル成分の指標の上げ下げの規則を教えている。
ここで、上付き指標の g は下付き指標の g の逆行列になっている。従って、(13.37) と同様
に、以下の逆行列の関係式を満足する。∑
i









































gj i = gi j = eˆi · eˆj (13.46)
下付き指標の基本ベクトル eˆi と同一の変換性を持つ物理量を共変、上付き指標のベクトル
成分 xi と同じ変換性を有する物理量には反変という形容詞をつける。












二つのベクトル xi と yj の積から、２階反変テンソル T i j が作られる。T i j = xi yj。共変ベ





軸に沿って１個を取るだろう。これらの３個のベクトルを eˆi, (i = 1, 2, 3) としよう。これら
は、共変ベクトルである。これらに対応する（双対 {そうつい }と呼ばれる事もある）反変ベ
クトルは次式で与えられ、結晶学者は逆格子ベクトルと呼ぶ。
eˆ1 ≡ eˆ2 × eˆ3









この座標系で、ベクトル成分の定義 (13.40, 13.42) や単位ベクトルの内積 (13.41, 13.46) を図
示すると、理解を助けられるだろう。
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(xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) (13.47)
を定義し、計量テンソル（ metric tensor ）gµ ν を次式で定義する。
(gµ ν) =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0










を作る。t = 0 に原点を出た球面光波の波面の時刻 t での座標を (xµ) とすると、








座標変換 xµ → x′ν : x′ν = Lνµxµ に対して、xµ xµ = x′µ x′µ が xµ (x′µ) に依らずに成立する
時、(Lµν ) を Lorentz 変換と呼ぶ場合がある。今までの特殊 Lorentz 変換や三次元空間の座標
系の回転がこれに含まれることは自明であろう。こう定義を拡張すると、時間反転や鏡映も含
まれる。
時間反転 : LT =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 , yz面に対する鏡映 :

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
 (13.51)
等も Lorentz 変換に含まれる。時間・空間反転の変換に対する行列はその行列式の値が −1 で




x′µ x′µ = L
µ
ρ x
ρ gµ ν x
′ν = Lµρ x









両者が任意の xρ, xτ に対し等しいから
Lµρ L
ν
τgµ ν = gρ τ (13.53)
この Lµρ が Lorentz 変換の条件である。(13.17) は Lorentz 変換に対し反変ベクトルであり、
(13.49) は Lorentz 変換条件に対し共変ベクトルである。物理のセンスでいえば同一のベクト
ルの異なる表現と考えられる。この意味では (13.17) を反変成分、(13.49) を共変成分とも呼
ぶ。




(dxi)2 = gij dx
i dxj (13.54)
という関係があった。gµ ν はこれを 4 次元空間へ拡張したものである。これは非デカルト座標
では、特殊相対論であっても場所の関数である。この式と (1.23) 式を比較してみよ。そこで
は、g11 = h1, g22 = h2, g33 = h3 と書いた。ただし今後も出来るだけデカルト座標を使用する。
gµ ν の逆行列を gµ ν と書く。
gµ ν =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0













































jµ = (j0, j1, j2, j3) = (cρ, ix, iy, iz) (13.59)
∂µj
µ = 0 (13.60)


















µ = 0 (13.62)
電場E = −∇φ− ∂A
∂t
より:
Ex = −∂1(cφ0)− ∂0(cAx) = −c(∂0A1 − ∂1A0)
Ey = −∂2(cφ0)− ∂0(cAy) = −c(∂0A2 − ∂2A0) (13.63)
Ez = −∂3(cφ0)− ∂0(cAz) = −c(∂0A3 − ∂3A0)
ここで Aµ = gµνAν = (−1
c
φ, Ax, Ay, Az) を利用した。
磁場B = ∇×Aより:
Bx = ∂2A3 − ∂3A2
By = ∂3A1 − ∂1A3 (13.64)
Bz = ∂1A2 − ∂2A1
(13.64)、(13.65) をまとめると、電磁場は次の反対称 2 階テンソルで書ける。
fµ ν =

0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c
Ex/c 0 Bz −By
Ey/c −Bz 0 Bx
Ez/c By −Bx 0
 = ∂µAν − ∂νAµ (13.65)
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B は擬ベクトルであるから表れ方が少し変な位置に来ている。指標を上げておくと、
fµ ν = gµρfρ τg
τ ν =

0 Ex/c Ey/c Ez/c
−Ex/c 0 Bz −By
−Ey/c −Bz 0 Bx
−Ez/c By −Bx 0
 (13.66)
Maxwell方程式
1. ∇ ·D = ρについて:
∂1f
1 0 + ∂2f
2 0 + ∂3f




= −µ0 j0 (13.67)
∂0f
00 = 0 を加えると、
∂µ f







= µ0 i について:
x成分 ∂2f 21 − ∂3f 31 − ∂0f 01 = µ0j1 (13.69)
これに ∂1 f 11 = 0 を加えると、
∂µf
µ1 = −µ0 j1 (13.70)
式 (13.67) と (13.70) を統合すると
∂µ f
µ ν = −µ0 jν (13.71)




12 = 0, ∂1f23 + ∂2f31 + ∂3f12 = 0 (13.72)
4. ∇× E+ ∂B
∂t
= 0について:
x成分: ∂2f 03 − ∂3f 02 + ∂0f 23 = 0, −∂2f03 + ∂3f02 + ∂0f23 = 0
y成分: ∂3f 01 − ∂1f 03 + ∂0f 31 = 0, −∂3f01 + ∂1f03 + ∂0f31 = 0
z成分: ∂1f 02 − ∂2f 01 + ∂0f 12 = 0, −∂1f02 + ∂2f01 + ∂0f12 = 0
これらの式は、右半分の様に書くとまとめられる。
∂λfµν + ∂µfνλ + ∂νfλµ = 0 (13.73)
(λ, µ, ν) は cyclic になっている。もしもどれか 2つが等しければ自明な式になる。
相対論を学ぶ以前は、∇ ·D = ρ と ∇ ·B = 0 とは好一対をなす対応関係として目に付いた。
これから”磁荷”の存在を仮定しようとした人も沢山いた。しかし、今や様子が変わったこと
に注意しよう。特殊相対論は ∇ ·D = ρ と ∇×H− ∂D
∂t
= i とが 1 つにくくれる法則であり、
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∇ ·B = 0 と ∇×E+ ∂B
∂t
= 0 とが 1 つにくくれる別の法則であることを主張している。“磁
荷 ”qm が存在するならば、Faraday の電磁誘導の法則にも対応する修正が必要である。“磁流
im” か？
やっと、(2.9) と (2.11) に書いた式が導けた事になる。
問 式 (13.66)で定義された fµ ν に特殊 Lorentz変換をほどこし、電磁場 E、Bの Lorentz
変換に対する変換性
E′‖ = E‖ E
′
⊥ = γ{E⊥ + (v ×B)⊥}
B′‖ = B‖ B
′
⊥ = γ{B⊥ − (v × E)⊥/c2} (13.74)
を示せ。ここで、γ = 1/
√
1− β2、下付き記号 ‖, ⊥ は β に平行及び垂直成分を示す。
問 fµ ν を縮約してスカラー fµ νfν µ を作り、E、B を用いて表せ。当然この量は Lorentz
変換に対して不変である。前記の問は、電場（の一部）は Lorentz変換により消えてなくな
り、その代わり磁場 B が生ずることを意味している。ところで、この問はどんな Lorentz
変換を使っても消せない電場や磁場もあるといっている。
問 ¤φ = 0 の解として φ = ei(k·r−ω t)をとったとすると、ダランベリアン ¤ 及び右辺の
0 (ゼロ)はスカラーだから φ もスカラーである。従って、位相 k · r− ω tもスカラーであ
る。ベクトル xµ と縮約してスカラーとなるベクトル kµ を作れ。このベクトルは長さの
逆元をもち、波数ベクトルを４次元に拡張したものになっている。更に４元ベクトル kµ
に対し、Lorentz 変換を施して、Doppler 効果に対する公式をつくれ。
問 fαβ と jγ を縮約したベクトル fαβ jβ を E, B, i, ρ を用いて表せ。これより、荷電粒
子の電磁場中での運動方程式はどう表されるべきか考えてみよ。即ち、fαβ jβ を体積分
したものと等置さるべきベクトルは何かを考えてみよ。













密度、全電荷、ベクトル・スカラーポテンシャル、電磁場 E, B 等は確かにスカラー、ベクト
ル、テンソル等で書けたからこれ等を用いて物理を語ることは相対性の要請と矛盾しない。し
かし (13.22) に示した様に速度は Lorentz 変換に対し、スカラーでもなければベクトルでもな
い！ 速度という概念を用いて物理を語るのは不都合だ！ これは (13.1)～(13.2) 付近でも述べ
たことである。なのに特殊相対論の第 2原理は光 “速度”は慣性系では不変であるといってい
る。これは物理法則でないのか！？ 確かに “速度”という概念が使われているのは不格好の誹
りは免れない。特殊相対論の出生の経過からいえば、第 2原理を “慣性系では Maxwell 方程式





運動学、力学 4 次元空間での線要素の平方 ds2 = gµ νdxµ dxν = dxν dxν は当然スカラー
である。xν を静止している質点の座標だとすると、dxi dxi = dx1 dx1 + dx2 dx2 + dx3 dx3 = 0
だから
ds2 = dxν dxν = dx0 dx
0 = −c2 dt2 = −c2 dτ 2 (13.75)
とおくと dτ は、質点自身が持っている時計で計測した経過時間 (間隔)である。dτ をある時
間間隔に渡って積分したものを 固有時間と呼ぶ。
質点が運動している時、実験室系で見た質点の位置を xµ とする。xµ はベクトルであり、τ は























1− β2 (c, cβ) (13.78)
vµ 自身でスカラー vµ vµ を作ると、
vµ vµ = −c2 (13.79)
右辺は定数であるから、確かに vµ は Lorentz scalar である。
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ここで、一定加速度 a で加速される質点の運動を追跡してみよう。加速度系には Lorentz 変
換は使えないので、少し細工が必要である。
(13.79) を τ で微分すると、
aµ v






µ = a2 =一定 (13.81)
実験室系にダッシュ( ’) をつけると、この瞬間に質点は z 方向に β で動いている。質点が止
まっている系から実験室系へは −β の Lorentz 変換で移れる。
質点が静止している座標系での加速度 (静止の加速度)を aµ = (0, 0, 0, a)T と書くと、実験室
















γ 0 0 βγ
0 1 0 0
0 0 1 0





































= a t (13.85)
もう一回積分すると、∫










































加速の初期には放物線状に (非相対論的近似) z は増えるが、後には z は t に比例してしか増















cρ の Lorentz 変換に対する変換性と Lorentz 収縮の効果が相殺し、電荷は保存量である事を
示す事が可能である。この電荷をイオンや電子の電荷として実験的に与えられたものを使う。
上に述べた様に”大きさの無い点”の電荷”密度”は少し苦しい概念であるが · · ·。同様の言い
訳を質量に対しても使う。すなわち、質量も実験的に与えられたスカラーであるとする。この






















1− β2 (1, β) (13.90)
で定義すると、これはベクトルである。自由空間に存在する粒子のエネルギー W は








W 2 = p2c2 +m2c4 (13.94)
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ここで、p は (13.89) で与えられる 3次元的運動量である。(13.93) は非常に有名な Einstein
の式である。




0 Ex/c Ey/c Ez/c
−Ex/c 0 Bz −By
−Ey/c −Bz 0 Bx






























1− β2 の因子を相対論的質量又は、単に質量 m を静止質量と呼ぶ教科書を
見るが、我々の立場は m は相対論的スカラーである質量であり、1/
√










四元 potential Aµ = (1/c, Ax, Ay, Az) (13.61) が存在する時には、自由空間の運動に対する
Lagrangian (13.88) には jµAµ の型の相互作用が付加される。potential の相互作用でスカラー
を作るものはこの型以外に存在しないから自明だろう。




1− β2 + q (A · v − φ) (13.97)






1− β2 + qA (13.98)
運動量 p には自由空間での運動量 (13.89) に qA の項が加わる。
次に、 Hamiltonian H を力学の定義通りに計算しよう。
H = p · v − L = mc
2√
1− β2 + q φ (13.99)
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但し、Hamiltonian は β や v を p で書き換えねばならないから (13.98) を少し書き直し、









m2 c4 + c2 (p− qA)2 + q φ (13.102)
(13.98) では力学的運動量 mv/
√
1− β2 以外に qA という場に付随する運動量が登場してい
る。相対的に運動する電荷間で Biot-Savart の法則 (の微分型)で与えられる磁場による力だけ
を計算したのでは作用・反作用の法則を満足しなかったのは qA という運動量の効果を無視し
ていたためと了解されよう。



























1− β2 + ∂A
∂t







+∇φ, B = ∇×A etc. (13.106)












1− β2 = pz0 + q E t, pz0は積分定数 (13.107)






(pz0 + q E t)



















(pz0 + q E t)2 + C2
(13.109)































z − z0 = c
q E
√
(pz0 + q E t)2 + C2 (13.112)
t を消去すると懸垂線である事が分かる。しなくても分かるかな。
光子の質量に付いての余談 光電効果より決まる光子のエネルギーを振動数の関係式W =
hν、de Broglie 波長と運動量の関係式 p = h/λ の双方を用いると、光子に対して、
W = p c (13.113)
(13.94) と (13.113) を比較すると、光子の質量は０である。
光子は、質量は無いがエネルギーと運動量を有する存在である。単色の輻射に対し r× (ポイン
ティングベクトルで決まる運動量密度)を角運動量密度と考え、エネルギー密度を h νで 割っ





















びその発散∇ ·Epi を計算してみよ。m 6= 0 ならば湧き口が無くても ∇ ·Epi 6= 0 であり、湯川
ポテンシャルの”電場” Epi は無限遠までまっすぐに突き進む事は無い事を確かめよ。
先に Coulomb の法則は、ρ = 0 ならば ∇ · E = 0 だから電場は無限遠まで直進すると書い
た。これと比較すると、(光子の質量) = 0 という事が無限遠まで減衰せずに行く事の本質であ
る事に気づく。逆に 1/r potential が成立する事は力を媒介する粒子 (光子)の質量 = 0 と言う
事を示している。
輻射のところでは、Coulomb の法則は光の横波性を示している法則であると書いた。ならば、
























































































































これが常識的な Coulomb potential である。電荷が存在しなければ、potential φ = 0 としてお











心から d の位置に線電荷密度 σ の細い電線が中心
軸に平行に置かれた場合の potentialを計算してみ
よう。これは２次元の問題である。d = 0 ならば










0 < d < a の時がこの場合の問題で、ϕ = 0の等ポテンシャル面が円を描いているから、こ
の円がアポロニウスの円になるように距離 D と、この点における線電荷密度 Σ をきめればよ
い。物理実験 1 の電場測定でやった通りである。ここではアポロニウスの円に気がつかなかっ
た時にこれを思い出す方法で解いてみよう。
指導原理： 円筒内面上での電場が必ず円筒に直交するように原点から D の位置にΣ な
る線電荷密度の電線を置けばよいとする。(この境界条件は金属の内部では電場が無いという
















|r−D|2 . Eσ + EΣ は r に平行でなければいけない。又、 d = d eˆ, D = D eˆ とも












= const. ( r に依存しない)。即ち R は P 及び Q からの距離の比

















より Σ = −σ (14.12)
である。 Σ = −σ という非常に単純な結果が導けた時には、もっと簡単な指導原理からこの結
論が下せるに違いないと考えよう。移項して Σ+ σ = 0 と書いてみると、電気的に中性になれ
ばよいと言っているのに気付くだろう。円筒軸に直交する面内で遠方からみると、内部針金の
電荷は導体円筒で静電遮蔽されていてその存在に気付かない様になっていないといけない。別
の言葉で言うと、線密度 σ と Σ からの potentialの和は対数 potentialよりもはやく距離と共
に減少しなければいけない事を示している。
最初に静電シールドのために遠方では対数 potential よりもはやく 0 になるべきだ (対数
potential は発散する。これは無限大の長さに均一の電荷密度で電荷がのっているという事は
無限大の電荷があるからだと理解しておけばよい。) と考えると、OQ 上の点 X(OX = x) で
の potential ϕ(x) は











σ + Σ = 0 を代入すると ϕ(x) = − σ
2pi ²
ln
∣∣∣∣ d− xD − x
∣∣∣∣+ c2 (14.14)
円筒内面上で ϕ(x) = 0 となるためには P, Q からの距離の比が一定でなければならないとい
う結論が簡単に導ける。
ϕ(x) = − σ
2pi ²
ln



















(3.32) を思いだし、円筒の微小体積で ∇ ·D = ρ
を計算し、導体内部には電場が無いという事実を












a2 + d2 − 2ad cos θ −
a






a2 + d2 − 2ad cos θ =
pi





)( 2 a pi




































































a2 + d2 − 2ad cos θ とした時、これを距離の平方 (a
2+ d2− 2ad cos θ+ z2) で





さが 0 だと、potential に発散が起きるから静電容量は計算でき
ない。この針金の直径 2δ(6= 0) を非常に細いと仮定して計算し
てみよう。
ϕ(x) = − σ
2pi ²
ln
∣∣∣∣ d− xD − x
∣∣∣∣+ c2 (14.17)
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電位差は ∆ϕ = ϕ(a)− ϕ(d+ δ) とすると、
|∆ϕ| = + σ
2pi ²
∣∣∣∣ln a− dD − a − ln δD − d− δ
∣∣∣∣ (14.18)
ここで、
D − a = a
2
d
− a = a(a− d)
d
, D − d = a
2
d





























































· · · (14.20)
d = 0 の時、静電容量は ln(a/δ) という依存性を示す。a/δさえ同じならば a が 10 mでも 2
cmでも構わない。太さの異なる共軸導体をつなぐ時、いつも a/δ を同じにするのがよい。
d 6= 0 の時、c は (d/a)2 でしか効かないから、中心から少しぐらいずれても影響は小さい。
但しこう言えるためには δ ¿ a でなければならない。このページのどこで δ ¿ a と言う条件
が使われただろうか？ 考えてみよ。ヒント、δ を a よりも少しだけ小さくして且つ d 6= 0 と
した時の針金の上の電荷分布を考えてみよ。
d 6= 0 の時 d は必ず d2 で式に登場している。波の伝播の時に注意した様にこれは d の符号









荷 q を置いた時の potential 問題であろう。大地表面の電位








遠点を対応させなければいけないので、Dd = a2 という関係が導かれた。d 又は D が h の様
な役目をしている。(正確ではないが...)
筒にする代わりに丸め込んで上半平面を球の内部に押し込めてしまう事も可能である。この
時、球の半径を a、電荷の置かれた動径位置座標を r とすると鏡像の半径 r′ は r′ = a2/r で決
定される。球と電荷の問題が解ける。
鏡像法は対象とする面が平面でない時には鏡らしくないので反転法と呼ばれる。一般には、











関数論の学習過程で原点にあった特異点を無限遠点にとばす手段としてw = a/z という様な
座標変換をしたのを覚えているであろうか？ 上の式で a = 1 即ち単位面による反転を行って
いるのである。(実際はこの操作を Lord Kelvin が真似たものだろう)。
複素関数の応用 二つの実変数 x, y から複素変数 z = x + i y を作る。z の正則な関数
f(z) を実部 u と虚部 v に分ける。
f(z) = u(z) + iv(z) (14.22)
当然 i は虚数単位 (i2 = −1)。一変数の関数は数直線上で右から ∆x を 0 に近づけた時と、左
から ∆x を 0 に近づけて微分 (商)を計算した時、両者が一致すれば微分可能であった。二変
数の関数では ∆z = ∆x+ i∆y とした時 ∆z → 0 とするやり方には、∆x と ∆y をどのように



























これはうまい！ 二次元の Laplace 方程式を満足する関数はいくらでも作る事ができる。微分
可能な複素関数を持って来て、その実（虚）部を (x, y) の関数だと思えばよい。





















である。即ち、u =一定という曲線と v =一定と言う曲線は直交している。一方、u =一定と
いう曲線は電場とも直交しているので、v =一定と言う曲線は電場に平行である。従って、u =
一定と言う曲線を等ポテンシャル面としたから、これに直交する v = 一定という曲線は電気力





例えば、f(z) = ln z = ln r + iθ(z = x+ iy = reiθ









左図で +q に対して４つの −q の鏡像法がある。鏡が
左右に二面あるから、鏡像の鏡像も作らねば . . .。こ
の操作は無限に続く。数値計算上は要求精度で打ち切
ればよい。次の様な項を加え合わせる事になる。{
ln z + {ln(z + 4a) + ln(z − 4a)}+ . . .
−{ln(z + 2a) + ln(z − 2a)} − {ln(z + 6a) + ln(z − 6a)} − . . . (14.26)
z → z ± 2b etc































f(z) = z2 = x2 − y2 + 2ixy (14.29)
u = x2 − y2, v = 2xy とおくと、これ等はお互いに直交する直角双曲線を与える。









このレンズを２組うまく組み合わせると xz, yz 両面内に引力（ x = 0 or y = 0 へ向かう力）
を全体として発生させることができる。電極にかける電圧を一定電圧だけでなくこれに交流を
重ね合わせると、z 軸方向に走るイオンの内 m/e が特定のものだけを通過させることができ
る。quadrupole mass filter と呼ばれ、超高真空装置には不可欠の測定器となっている。









-0.5  0  0.5  1  1.5  2
quadrupole magnetic lens は第２次大戦後の
加速器技術を一変させてしまった。KEK の
主リングの磁石の断面がちょうど右図の様に
なっていて、これは quadrupole lens の左半
分だけを取ってきたものに類似していること
に気付くだろう。（強収束加速器）
z2 がうまくいくならば z3 はどうだろうかと考えるのが人情というものだ。６重極磁場は磁
気分析器 (magnetic spectrograph) の収差の補正や、偏極イオン源での磁気能率の向きの選択
などに用いられる事がある。
quadrupole mass filter のもう少し詳しい話は、後で提供する。
Schwartz-Christoffelの変換とその応用 複素関数を応用すると、Laplace eq. の解は
無限に作れるが、自分の計算したい境界条件を満足しているわけではない。
等角写像性 これに関連して直線を多角形に変換する座標変換があるので少し調べてお

















と微小変位が規定される。z0 から二つの異なる方向へ向かう短い直線 dz1, dz2 を考える。w




















= arg(dz2)− arg(dz1) (14.31)
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= 0 ならば、dz 6= 0 であっても dw = 0 となる。即ち (14.30) → (14.31)
へは単純に進めないからこの点で写像の等角性が破れている。どの程度破れているかを調べる








arg(dw2)− arg(dw1) = β{arg(dz2)− arg(dz1)}
(14.32)
である事がわかる。偏角の差が β 倍に拡大（縮小）さ




と、z − pl 上で偏角が pi の変化に対し、w − pl 上で
は内角が β pi、外角が (1− β)pi だけ変化する。
これだけの予備知識により、z − pl 上で z1, z2, . . . , zn に対応する w − pl 上の点で外角が







(z − zi)αi (14.33)
により与えられることが分かる。ここで A は複素定数であり、w − pl 上での写像の大きさ
と方位を決めるのに使われる。
例. 平行板コンデンサー Schwartz-Christoffel の変換を利用する例として、z 平面上の
実軸をw 平面の折れ線、z 平面上の上半面を w 平面の折れ線で囲まれた内部に変換する座標
変換を取り上げる。z− pl と w− pl の対応関係は表の様になっている。z 平面の実軸の無限遠
点 A は一致している。












A ±∞+ i0 −∞+ i0
B −1 +ia −pi
C 0 −∞+ i0 +pi






















定数 Aと w0 は、²→ 0 として、次の様にしてきまる。
z → −1− ² とすると 1
2
z2 − ln z → 1
2
− ipi w → ia
z → 1 + ² とすると 1
2
z2 − ln z → 1
2
w → −ia



















z − pl 上では対数 potential ln z は物理的に意味のある解だとすると、w − pl 上ではこれが
どの様に写像されるかを次に調べよう。




ln z = φ+ iψ (14.37)
但し、
z = reiθ, φ =
V0
pi
θ, ψ = −V0
pi
ln r (14.38)
これは z− pl の正の実軸では φ = 0、負の実軸 (θ = pi) では φ = V0（ボルト）だとした事に






















































(14.40)の変換で potential φ =一定という曲線を w−pl 上でたどると平行平板コンデンサー
の等 potential 面が描ける。次ページの図を参照。15本の等 potential 線は θ = pi/16 の整数倍
に対応する。ψ = 0 (r = 0) は B′ と D′ を結ぶ曲線であり、ψ > 0 (r < 1) はコンデンサーの
内部、ψ < 0 (r > 0) はコンデンサーの外部の電気力線を与える。
(14.41) の微分に際し、dU としては dφ、dψ 又はこの任意の線形結合をとってもよい（どち
らから近づけるかに微分は依存しない）から、dU として dφ をとると、dw/dφ は ψ を一定に
して（dU = dφ+ i dψ だから dU = dφ をとる事は dψ = 0 を意味している）potential の値が





























0 ≤ θ ≤ pi/4 又は 3pi/4 < θ ≤ pi だと分母 {} = min を満足する θ が存在するから、この
場所で放電が開始する。他方 pi/4 ≤ θ ≤ 3pi/4 ならば局所的に電場が最大になることはない。
































ここで (r, θ, ψ) が座標変数であり、ϕ が解くべき関数である。ϕ は r に依存する部分 R(r)
と (θ, ψ) に依存する部分 Y (θ, ψ) の積で与えられると仮定する（変数分離）。
ϕ(r, θ, ψ) = R(r)Y (θ, ψ) (14.44)

































































として、Ψ が方位角 ψ に対する周期 2pi の周期関数になるためには整数 m を用いて、
B = m2, Ψ = Ceimψ +De−imψ (14.49)
















Θ = 0 (14.50)



















Θ = 0 (14.51)
m = 0 の時の (14.51) の解は Θ を x のべき級数に展開するとよい。このべき級数は x = 0
で発散してはいけないとすると、x0 又は x1 から始まり、l を 0又は自然数として A = l(l+1)
となる時に限り、有限項で打ち切れ、最高次が xl の多項式となる。
(14.51) は線形の微分方程式だから Θ には任意定数の不定性がある。x = 1 の時、多項式の
値が 1 になる解を Pl(x) と書き、Legendre の多項式と呼ぶ。
127
(14.51) は独立変数を x から y = −x に変換しても同じ形だから（即ち parity を保存するか
ら）Pl(x) は x の偶数次だけ又は奇数次だけの関数だとしておける。
(14.51) は二階微分方程式だからもう一つ独立な解があり、こちらは |x| ≤ 1 で有界ではない
ので今のところ無視しておけばよい。(第２種 Legendre 関数と呼ばれている。) 即ち Pl(x) は、







+ l(l + 1)Pl(x) = 0 (14.52)
を満足する l 次の多項式である。
m 6= 0 の時は、次式で定義される Pml (x) が (14.51) の解である事が直接方程式に代入する
ことで確認できよう




多重極展開のところで注意したように、Laplace の方程式の解を微分したものは Laplace の
方程式の解であるという指導原理とよく似ているから、理解は困難ではないと思う。Pml (x) は
Legendre の陪関数と呼ばれていて、cos θ と sin θ の多項式である。sin θ =
√
1− x2 であるか
ら m 6= 0 の場合には x の多項式にはならない。
(14.53) に登場する l は０又は正の整数、m は整数であるが、Pl(x) が l 次の多項式だから、
微分が恒等的に 0 にならないためには m ≤ l という条件がつく。又、(14.51) は m の符号に
























も、−1 ≤ x ≤ 1 の x の範囲で正規直交関数系を作っている。従って













l±Y ml (θ, ψ) =
√




























u を r のべき級数に展開してみると、l を 0 または自然数として




A = l(l + 1) (14.62)
が導ける。この l は (14.52) に登場した l と同じである。l = 0 とすると R = α + β/r とい
う Coulomb pot. が登場する。
先に登場した (２７ページ付近)、一様電場中に置かれた球の例は l = 1,m = 0 の場合に対応
し、r < a では R ∝ r、r > a では R ∝ 1/r2 となっている。





















dψ Y ∗lm(θ, ψ)f(θ, ψ) (14.65)
であるから、”Y ∗lm を左からかけて、θ, ψ で積分する”という操作が f(θ, ψ) の内の Ylm 成分
を引き出す射影演算子である。ベクトル A の x 成分 Ax を引っ張り出すには x 方向の単位ベ
クトル eˆx との内績をとればよいとしたのを比較すると、今の場合、内績 ↔ (θ, ψ) での積分
eˆx ↔ Y ∗l,m(θψ) という対応関係がある。
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(14.65) の展開係数の計算式をみると、flm の計算には fLM{L 6= l, M 6= m} の存在は全く影
響していない事に気付くだろう。即ち f(θ, ψ) の展開にどこまでの l,m を使い、f(θ, ψ) を展
開するかには全く関係がない。継ぎ足し可能と呼ばれ、非直交系での展開（例えば最小二乗法）
とは著しく異なる。即ち、非直交関数系を用いた展開では flm の値は、 fLM (L 6= l, M 6= m)
の値の影響を受ける。
(14.64) の複素共役をとったものとの積を全立体角にわたって積分すると、∫








デカルト座標では、球面調和関数は sin θ, cos θ の l 次の同次式だからこれに rl をかけると、
x, y, z の l 次の同次式として振舞う。(14.61) より、r−l−1 の項も、 1
r2l+1
× (x, y, z の l 次の同
次式)となる。
大口を開けて襲い掛かる狼の口に手をつっこんでほら吹き男爵が狼の内、外をひっくり返し























φ(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z) (14.68)




この解は sin lθ, cos lθ であり、θ = 0 と θ = 2 pi での連続性を要求すると l は整数である。
Θ = A sin lθ +B cos lθ, lは整数 (14.70)




この解は ekz と e−kz である。但し k2 < 0 ならば κ2 = −k2 と書くと、eiκz, e−iκz かも知れ
ない。
















R = 0 (14.73)
又は、無次元量 ρ を次式で定義すると、














R = 0 (14.75)
この方程式が”物理学者の好きな”と陰口をたたかれる Bessel の微分方程式である。Bessel
が惑星の軌道に関してこの関数を研究した。２階の微分方程式だから独立解が２つあり、原点
で正則な解を Jl(ρ) と書き、Bessel 関数、正則ではない解を Nl(ρ)とか Yl(ρ) と書きNeuman











とすると、Bessel 関数は完全にきまる。ρ < l ではほとんど変化がなく、ρ ∼ l で山を作り、






































ここで l = 0 ならば第３項はなく、di-gamma 関数は
ψ(m+ 1) = ψ(m) +
1
m
= −γ + 1 + 1
2


















注意しよう。だからある解をこの Bessel 関数で展開すると、k については和でなく、積分に
なる。
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cos(ρ cos θ) = J0(ρ) + 2J2(ρ) cos 2θ + 2J4(ρ) cos 4θ + · · ·
sin(ρ sin θ) = 2J1(ρ) sin θ + 2J3(ρ) sin 3θ + · · · (14.82)
を利用すると簡単に計算できる。（ θ は任意）数値計算上は Jl(ρ) の explicit な式よりも漸近









f = 0 という一階微分を含ま
ない微分方程式に変換でき、このような方程式は簡単に精度良く積分できるという事実の方が
大切だろう。漸化式を利用する場合には、関数値が増加する方向に使用すること。また、Bessel
の微分方程式は parity を変えない事にも注意しておこう、即ち ρ の l 乗の部分の他は必ず ρ
の偶数次になっている。
円筒座標での例 Bessel 関数の応用例として、半径 a の薄い円盤の静電容量を計算しよ
う。円盤の中心を原点にとり、回転対象軸を z 軸に選ぶ。問題の回転対称性より θ 依存性はな














変数分離し、∇2ϕ = 0 に代入すると、














= −α2 = r, zに依らぬ定数 (14.85)
Z を解くと、
Z = Z0e
−αz + Z1eαz (14.86)
z = 0 で対称だから z ≥ 0 と仮定しておく z → ∞で Z → 0 を仮定すると、Z0 の項のみとな








+ α2R = 0 (14.87)








+R = 0 (14.88)
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この解は Bessel 関数 J0(αr)と Neuman 関数 N0(αr) であるが、r = 0 で発散する N0(αr) は
捨てる。従って、α をパラメータとして、
ϕα(r, z) = J0(αr)e
−αz (14.89)
が Laplace eq. の解である。ここで分離定数 α は任意であり (α ≥ 0)、特定の値をとっても
よいし、α の任意の関数をかけて積分して、重ね合わせてもよい。
















, r > a
(14.90)










面電荷密度は z = 0 で Ez = σ/²0 より計算できる。z ≥ 0 を代入し、r < a に対する次の
積分公式を利用する。 ∫ ∞
0
dα J0(α r) sin aα =
1√
a2 − r2 (14.92)





















a2 − r2 (14.94)




















独立な関数系、主に直交関数系による展開 変数分離法で登場した関数 eimψ, Plm(cos θ),
Ylm(θ, ψ), {rl, r−(l+1)}, Jl(kr), Nl(kr) 等は (l, m) を変えると無限に多くの、ψ, θ, r を独立変数
とする関数、 関数系、を作っている。これ等の関数系を、ベクトル空間の基本ベクトルのよ
うに考えて、問題とする関数を展開することができる。ベクトルの内績 (a · b) に対応させて∫
f ∗n · fn′W (x)dx を用いる。ここで fn(x) はある関数系を代表し、n と n′ は上記 m, l 等に対
応する。fn(x) が複素数のときには一方の複素共役 (∗) を用いる。積分の範囲は独立変数の全
領域とする。W (x) はデカルト座標から当該座標系への座標変換のヤコビアン、又はヤコビア
ンの内の独立変数 ”x” に依存する部分である。例えば極座標だとすると、次の関係にある。
x : ψ , θ , r
W (x) : 1 , sin θ , r2
















∇2φ = ρ (14.97)
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の解は ∇2φ1 = 0 の一般解と何か一つの特解∇2φ2 = ρ を持ってきて、φ = φ1 + φ2 と書け
るから、∇2φ1 = 0 の一般解と、∇2φ2 = ρ を満足する解は何でもよいから一つ作ることに分け
られる。問題とする境界条件は φ1 にある自由度で調節する。φ2 を何とかして作るには Green
関数を利用するのがよい。
Green 関数が作れると、Poisson の方程式は解けるから、Laplace eq.に対するGreen 関数が
作れたらよい。






0 (x < 0)
















· f(x)dx ← dθ
dx




























mr −mlT (x)−ml (14.102)
この θ(x) 関数を微分して δ 関数を作る時、定数 ml は消えてしまうから定数項はあっても
なくてもよい。即ち、任意の点 x0 で連続ではあるが、微分は連続ではない関数をつくり、こ




























+ q(x)T (x) = ρ(x) (14.103)
が与えられたとき ρ(x) = 0 とおいて得られる微分方程式の自明 (T (x) = 0) でない独立
な解 T1(x), T2(x) を作る。












G(x, x0) ≡ T1(x<)T2(x>) を作る。ここで
(
x< = min(x, x0)
x> = max(x1, x0)
)
とする。 (14.105)
これが Green 関数である。x < x0 ならば T2(x>) = T2(x0) = 一定だから、G は T1(x) に
比例し、x > x0 では T1(x<) = T1(x0) = 一定だから G(x, x0) は T2(x) と同じ x 依存性を
示し、x = x0 で折れ曲がっている。(14.104)の解は
T (x) =
∫
G(x1, x0) ρ(x0) dx0 + C1T1(x) + C2T2(x) (14.106)
で与えられる。ここで C1, C2 は微分方程式だけでは決まらない任意の定数であり、境界
条件から決定される。
注：Green 関数はその作り方からわかる様に、T1(x), T2(x) のとり方に依り多くの自由度が




















dx = f(x0) を確認せよ。
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問：３次元極座標に対し、
Ln(r, r0) ≡ 1
2n+ 1
rn/rn+10 (r < r0)rn0/rn+1 (r > r0) (14.107)






















Pl(cosw) (r > r0)
(14.108)
と書ける。








半径 a の導体球内の一点 r0 に点電荷 q がある時

































いずれの場合も r = a での potential が 0 になるように、 1
R
potentialから、Laplace eq.の解
を差し引いてある。猶、ベクトル r0, r の極座標を (r0, θ0, ψ0), (r, θ, ψ) とすると、次の関係で









l (cos θ0) cos{m(ψ − ψ0)} (14.111)







図のような半径 a、電気伝導度 σ、相対誘電率 ²r = 1, 相対透磁





+∇ · i = 0で、∂ρ
∂t
= 0とおくと、
∇ · i = 0 (15.1)
この式を導体の側面付近の微小体積で積分すると、導体から外へは電荷は流出していないは
ずだから、i は表面付近では表面に平行である (当然だ!)。
導体を 2枚の円柱軸に垂直な断面 s1、s2 で切り取った長さ l の円柱に対し (15.1)を体積分す












i · ds は面 si を通して流れ出す 電流である。一
方から入ってきた電流と同じだけの電流が他方から出て行くことを




の 100(120) Hz のにぶい音の原因になっている。
この電流による磁場の効果を無視すると、i は導体中を一様に流れ、従って電場 E も一様で
あろう。オームの法則 i = σE を長手方向 z = z1～z2 の範囲の円柱に対して体積分すると、∫
i · ds dz = I · (z2 − z1) = σ E a2pi (z2 − z1) (15.3)
z = z1～z2 の電位差 を V (= E(z2 − z1)) とすると




この式が工学的によく使われる Ohm’s low である。
次に円筒部分を流れる電流が作る磁場を計算しよう。上下の完全導体の効果を無視する為に、





は軸対称であり、z 軸からの距離 r のみ (当然電流にもよるが)の関数であり、動径と極角方向
成分をもたない。もしもこれらの成分が 0 でなければ、電流の向きを変えた時、変なことがお
こるだろう。方位角成分を Hθ(r) と書き、軸を中心とする半径 r の面で積分し、Stokes の定
理を用いると、
∫
∇×H · ds = Hθ(r) 2pir =
∫
i · ds =

I r = a
r2
a2




















いる。H は z軸にまとわりついている。だから E ×H
は z＝一定という面内で軸方向を向いている。E と H
は直交しているから、(15.6) に E を掛けたものがその
大きさである。





(E×H) · ds =

E · l · I r = a
r2
a2
E · l · I r < a
(15.7)
E · l は電位差に等しいから前と同じようにこれを V と書くと、これは、常識的な意味での
電力である。
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た電場 E は z成分以外は大部分では相殺する (両端の部分は
無視)。




















r = 0 ではHθ = 0 だから、E(1)z (0, t) = 0 。全電場Ez(r, t) は E0 cosωt を加えるとよいから
Ez(r, t) =E0 cosωt− µωr
2
4pi a2


















































を内部インダクタンスと呼ぶ (低周波近似で、単位長さ当たりのインダクタンス)。当然 r > a
からの UM への寄与を加えないと本当の自己インダクタンスにはならない。






∇× E = −∂B
∂t




i = σE (15.15)
単純な物質を仮定する
D = εE, B = µH (15.16)
これ等から、H、B、D、i を消去し、E だけの方程式をつくる。










σ = 0 の時にはこれから波動方程式が登場したが、今度は σ 6= 0 だから少し事情は異なる。
∇× (∇× E) = ∇(∇ · E)−∇2E (15.18)
であるが、Coulomb の法則より ∇ · E = ρ/² であり、(4.9) の議論より導体中には電荷は単独









E = 0 (15.19)
ここで、c2 = 1/µ² は導体中の光速である。E の時間依存性を e−iωt と書くと、





































この方程式の r = 0 で正則な解は 0次のBessel関数 J0(κr) である。
Eω(r, t) = Eω 0J0(κr)e
−iωt (15.23)
ここで (15.22) κ2 の実、虚部を,銅を想定して、比較しておこう。































cos(z sin θ)dθ (15.24)
を見ると、z
(

































問 代表的なTV放送の周波数に対し δ の値を計算してみよ。
導体中の電場が分かると、磁場は電場の回転をとる事により計算できる。Ez のみを残すと
(∇× E)θ は















ここで J1(z) = −dJ0(z)
dz
は 1次の Bessel 関数である (上のグラフ参照)。(15.27) は分母に iを
含むから Ez と Hθ は位相がずれている。κ も複素数だから、位相のずれは真空中の様に pi/2
とはならない。














































ここで、κ2 = iωµσ をつかった。これから導体内部にあるのはほとんどが磁気的エネルギーで
あることが分かる。導体の形状 (J0/J1)2 に対する依存性は高周波では一般的に言って小さい。


























































(b2 − c2 sin θ)3/2{Z cos θ eˆx + Z sin θ eˆy + (a− Y sin θ) eˆz} (15.33)
ここで、b2 = a2 + Y 2 + Z2、c2 = 2aY、eˆx、eˆy、 eˆz は基本単位ベクトルである。軸対称性よ
り、又は (15.33) 分母の sin θ と分子の cos θ は位相が異なるから、Hx = 0 である。(15.33) の
積分は初等関数の範囲では実行できず、完全楕円積分になる事が知られている。楕円積分の標
準的な形に書き直す為に変数変換する。
θ = 2ϕ− pi
2
、 dθ = 2dϕ (15.34)
とおくと、
sin θ = 2 sin2 ϕ− 1 (15.35)
積分区間 pi
2




≤ θ ≤ 5pi
2
は同一の寄与をするから、分母の４を消して ϕ の範囲







{(b2 + c2)− 2c2 sin2 ϕ}3/2 [Z(2 sin












(1− k2 sin2 ϕ)3/2 [Z(2 sin
2 ϕ−1)eˆy+(a+Y −2Y sin2 ϕ)eˆz] (15.38)
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K(k) ≡ ∫ pi/2
0
dϕ√
1− k2 sin2 ϕ
第一種
E(k) ≡ ∫ pi/2
0
√
























E(k) の式で t = tanϕ 、u = 1√
1− k2t、u = tan θ と変数変換すると、(15.40) 上の式が導け
る。(15.40)下の式は簡単。
sin2 ϕ = − 1
k2


















(a+ Y )2 + Z2
{
a2 + Y 2 + Z2
(a− Y )2 + Z2E(k)−K(k)
}
(15.42)
この式は中心軸上 Y = 0 では一見使えない。この時 k = 0 であるから 0/0 の様に見えるが、







(a− Y )2 + Z2
{
a2 − Y 2 − Z2
(a− Y )2 + Z2E(k) +K(k)
}
(15.43)














































k4 − · · ·
}
(15.46)
• Gaussの相加 · 相乗平均法
面白い方法としては Gauss の相加 ·相乗平均法がある。但し、k2 が 1 に近いと不可。




step i ai+1 = (ai + bi)/2, bi+1 =
√
ai bi, ci+1 = (ai − bi)/2
















ここで N は最後の step に対応する。
この方法は収束が速いので、電卓向きである。
• Landen の変換
k2 の値を実質的に小さくする方法として Landen の変換がある。母数 k を与えた時、補
母数 k′(=
√










k1 は k より小さくなっているが、これでも大きいと思えばもう一回 Landen の変換を
する。
• Legendre の関係式
母数 k が 1に近い時、補母数 k′(=
√
1− k2) は非常に小さい (|k′| ¿ 1) から先ず k′ に対
し E(k′)、K(k′) を計算し、K(k) は Landen の変換を使って計算したとすると、
E(k)K(k′) + E(k′)K(k)−K(k)K(k′) = pi/2 (15.50)
により E(k) は計算可能。この式は pi の長大桁計算に参照された事があると思う。
これ等の方法は充分実用になるが、もっと頭の良い方法もある。






両コイルの中央 z = 0 の近傍では対称性から Hz(z = 0)
は zの偶関数になる。即ちHz(z) = Hz(0)+H ′′z (0)z2/2+
H(4)z (0)z
4/24 + · · · 。
H ′z(0) = 0 という意味で Hz(0) は一様性が良い。更に一
様にするためには H ′′z (0) = 0 とすれば良い。この時の
l/a の値はいくらか?
(15.42)、(15.43)で a2I＝m/piµ0 を固定し、a→ 0 とすると、R2 = Y 2 + Z2 とおくと、
a2 + Y 2 + Z2






a2 + Y 2 + Z2















この式は (5.3) で r→ R 、m→ m とした式と一致する。即ち遠くから見ると、円電流 I 、
面ベクトル S の作る磁場と磁気モーメント m の作る磁場とは同じように見える。
等価磁気モーメント = I S
µ0
(15.52)







図の微小面積 ABCD という長方形の経路に付いて Biot-Savart
の式を積分し、この式 (15.52) が成立する事を確認せよ。
更に、BEFGBという経路に関する積分を想定し、上の ABCDA






· Helmholtz coil の相互インダクタンス
問 地磁気を次の様な双極子による磁場だと近似する。磁場の向きは南・北極を結ぶ線




















れた部分は鉄で出来ている。約 1.5 Tesla 以下の磁束密度がこの方法で実現される。図の矢印
で囲まれた部分で ∇×H = i を面積分する。変位電流は無視。∫
∇×H · ds =
∮








∇ ·B = 0 より導かれる境界条件 (境界で B の法線成分は連続) を用いると、gapの界面では
B鉄 = B空気 又、H鉄 =
1
µ鉄
H空気 ¿ H空気 だから上の積分は大体 H空気 · g で近似できる。他方∫







L は鉄中の磁路の長さである。この式を、Ohm の法則に見立て、H を電流と看做すと、
(g + L/µ鉄) は電流に対する抵抗の役目をする。µ鉄 は鉄の相対透磁率。NI は起磁力と呼ばれ
アンペア・ターン (AT と記される)で規定される。継鉄 (ヨーク)の断面積が狭いとそこを通
る磁束密度が上り、µ鉄 が飽和を起こし著しく小さくなる事があるので、ヨークの断面積をケ
チってはいけない。
問 gap が 10 cm 、磁極面積 1 m2 、磁束密度 1 Tesla の磁場を発生させたい。
· 起磁力はいくら必要か?
· この磁場空間にはいくらのエネルギーが蓄えられているか?
· 磁極間の引力はいくらか? この空間を真空にしたときの大気圧の何倍ぐらいの力か ?

















体中を流れている電流のはずだ。電流 が力を受けるとなぜ 導体 が力を受けた事になるの
だろうか?
149
ベータトロン その他 Maxwell の方程式の一つに ∇×E = −∂B
∂t
というのがある。こ
れは Faraday の電磁誘導の法則を微分形でかいたものである。B が時間的に増えると、その
点で電場が渦を巻いている。空間の微小な領域で成立している関係をマクロな領域に拡大する
ために、S という面でこの式を積分すると、∫
































E · dl = Eθ · 2piR (15.58)












= qvB(R) → p = qRB(R) (15.60)
エネルギー W と運動量 p の関係式W =
√





























論的にも使える式 p = qRB にすりかえてある。
(15.62) 右辺でもしも B(R) が一様磁場だと Φ = piR2B(R) となるから因子 2 だけ安定軌道
の条件 (dR
dt
= 0 を暗黙のうちに使っているから) と矛盾するから図の様に、内部で磁場が強く
なっていなければならない。
問 50 Hz の 1/4 周期で B が 0 → 1T の範囲で変化させ、R = 0.5 m というベー
タトロンの加速電場 Eθ を概算してみよ。因に線形加速器の加速空洞の現在の目標値は




















M = κmH (16.1)
µ = µ0 (1 + κm) = µ0 µr
と書く。ここで κm は磁気感受率 (magnetic susceptibility)、µr は相対透磁率と呼ばれる。µr
が 1 からずれる理由を問う学問が磁性学 (物理屋が見た)である。マクロに見て、κm の範囲は
−10−6から 106 ぐらいの値を (地球表面では)とる。温度にはほとんど依らず κm が負で小さ





が分化していく。強磁性物質も 600 C◦ ∼ 1000 C◦ 程度に温めると強磁性を失う。即ち結合エ
ネルギーにしてせいぜい 0.1 eV 程度の小さなエネルギーの現象である。この値は物質の”色”











磁気能率 µ は、もともとは正と負の磁荷が距離 d だけ離れて置かれたというイメージであっ
た。これが一様磁場 H に置かれた時のエネルギーは W = −µ ·H で計算された。しかし、磁
束密度 B を優先的に使用すべきだという考えもある。この時、W = −µ ·B という関係式で
磁気能率を再定義する。µ ·H での定義と、µ ·B での定義とではµ の次元が異なる。どちら
にも同じ言葉、磁気能率、を使用するのはどうかと思うが、後者の方が今では多いかな？



























今の簡単な例では µ と L が並行であることは自明。その比が v に依らず一定であるところに
この式の価値がある。電荷密度 ρe と質量密度 ρm の比が一定 (従って e/m )ならば、この式は
回転する剛体についても当然成立する。(部分で成立するから e/m が一定なら全体でも成立す
る。) 量子力学的には L や µ がベクトルであるという性質から、(16.2 )に似た式を導ける。
Lande の式とか射影公式とか呼ばれるが、比例係数は状態に依存する。角運動量の単位はプラ
ンク定数 h の 1/2pi 倍 ( = ~ )を単位として測定されるから、~ を L の外へ出し比例係数の方






m、e に陽子の値を代入した時は µN と書き、核磁子 (nuclear magneton)と呼ばれ、µB と




µ = g µB J (16.4)
ここで、g は Lande の g 因子と呼ばれる。対象が原子核系ならば µB は µN でおきかえら
れる。電子は約 1.0 µB、陽子は 2.8 µN、中性子は −1.9 µN の固有磁気能率を有する。これら
の粒子の固有角運動量 (スピン)はすべて 1/2 ( ~ 単位で) であるから g 因子は 2, 5.6, −3.8で
ある。
電子の g が 1 でなく 2 になる理由はの Thomas precession のせいである。興味があれば、
もう一度特殊相対論の部分、特に Leorentz 変換の性質と、任意方向への Lorentz 変換の部分









(16.2) を導く際、L を導入し v を消去する課程は不自然であり、陽子と電子の磁気能率の比
を説明するためのこじつけだと感じた学生のために · · ·
v よりも L のほうが”良い物理量”であるということが基本にある。先に v は Lorentz 変換
に対し、ベクトル、スカラー等の変換性を持たないことを示した。忘れていたら、もう一度相
対論的な速度に対する変換則の部分を見直しておこう。一方角運動量 L は角度変数 θ と共役 (
conjugate または canonical) な物理量を作っている。相対論のところで、Maxwell 方程式を共
変形式に書き換えた後の問題を全て解いてみたかな？ 角運動量の問題が一つあったでしょ？
他に共役な対としては位置と運動量、時間とエネルギー等がある。
そう言えば ベータトロンの安定軌道を議論する時にも、途中で v を消去して p に変えてい
たネ。
問 Bohr magneton が登場したところで · · ·。二つの 1 µBの磁気能率を 1A◦ だけ離し
て置いた。この時のエネルギーは最大いくらになるか? この値と Curie 温度 ∼ 1000◦K に対
応するエネルギーの大小を比較せよ。
以下に磁気能率が関係した、代表的な事例を紹介しよう。





=トルク = µ×H0 (16.5)
これに (16.4) を代入し µを消去すると、
dJ
dt
= γ J×H0 (16.6)












= γJ · (J×H0) = γH0 · (J× J) = 0 (16.7)









時刻 t と t+ δt での物理量 A(t) と A(t+ δt) の増分を
回転系から見ると (δA)ω、固定系からみると δAだけ変
化している。図を参照すると










− ω ×A (16.8)








− ω × J = J× (γH0 + ω) (16.9)
ここで、







= 0 だから静止している。固定系から見ると ωL の角速
度で H0 を軸として回転している。(16.10) を Larmor frequencyと 呼ぶ。この事実は、磁気共
鳴を理解するのに必要である。
ωL できまる時定数よりも充分ゆっくりと H0 を変化させると J はやはり H0 のまわりを回
転し、この時定数よりもずっと急速に H0 の符号を変えると、J は回転の方向を変えきれない。
この事実は、磁気能率の向きをかえるのに利用される。




はW = −µ · Bである。B が一様でないから W
は場所の関数である。非一様磁場からこの磁気能
率の受ける力 F は
F = −∇W = ∇ (µ ·B) (16.11)
ここで µ は場所の関数ではないし、∇×B = 0 (電流を無視) だから
F = (µ · ∇)B (16.12)
右辺を確認するのに、次のベクトルの内積に対する勾配の公式がある。





























































が一番大きくて他は無視できるとしよう。磁気モーメントは 元来 y 軸方
向に打ち込まれたとすると、(µ > 0と仮定し) z の正の方向に偏向力を受ける。
Stern と Gerlach は中性の銀原子に対しこの様な実験をしたところ z が正の方へ偏向を受け
るものと z < 0 の方へ偏向されるものがほぼ等量あり偏向の程度は z > 0 と z < 0 で同じで
あると結論した。(∂Bz
∂z






て知られている。分かれる数から角運動量の大きさ |J| が知れる。又、もしも ∂Bz
∂z
を正しく制




φm ∝ r3 cos 3φ) を利用すると ∂Bz
∂z
∝ z とできるからある符号の µ に対しては単振動、他の符





































電子の固有スピンを s、磁気モーメントを µ = gs µBs と書くと、この磁場のために




L · s (16.16)
のエネルギーが電子に加わる。方向量子化のために s は L に対し平行又は反平行の状態しか
とれないので Eµ は 2 つの値をとる。この相互作用はスピン・軌道相互作用と呼ばれ、例えば
Na・D 線の 5893± 3A◦ という 6A◦ 幅の分離を生ずる原因となっている。非常に小さい分離だ
から微細構造と呼ばれる。
原子核の磁気能率と電子の磁気能率の相互作用は超微細構造と呼ばれる。( dipole-dipole 相
互作用 (3.56) を思い出そう。) 水素原子の超微細構造に起因する 21cmの波長の電波は宇宙論
のファンにはおなじみのものである。本当に 21 cm になるかどうか簡単な計算をしてみよ。
反磁性 円軌道を描いて原子核の周囲を運動する電子を一様磁場中に置くと、軌道面が
Larmor 運動により傾き、このために余分のエネルギーが登場する。これを調べてみる。磁場
がある時の Hamiltonian (13.102) で非相対論的近似をすると、
H =
√
m2c4 + c2 (p− qA)2 + eφ
' mc2 + 1
2m

















2 + eφ (16.19)
第 1 項と第 4 項で B = 0 の時の運動を記述し、第 2 項は (16.2) と同じ軌道運動に伴う Bohr
磁子を与える項であり、第 3 項がここで問題にしたおつりの項である。ここで、l は軌道角運
動量である。
今度は l や v という議論をせずともすんなり理解できよう。第 2 項では B の向きに対応し、
l が平行か反平行かで正にも負にもなる量であったが、第 3 項は全部正の数で構成されている
ので、エネルギーを減らして系の安定性に寄与することはない。
157












非相対論的にはここで打ち切られるが、相対論的には B の 3 次、4 次の項もあり得る。多
分次数が上がると、どんどん小さな寄与しか与えないから無視しよう。
(16.19) 右辺第 3 項の寄与が反磁性の原因であり、今の議論から分かる様に、ほとんど近似
を使っていないので、非常に一般的に成立する。即ち物質や温度という情報は、何も使わずに
導いた事に注意。但し、Taylor 展開の第 2項であるから、B の 1次の項が寄与しない時にしか














性である。外部から磁場をかけると各磁気能率は −µ ·B のエネルギー分だけ安定な状態に移
行しようとするが、周囲の熱運動に妨げられてある確率でしか磁気エネルギーによる安定化が
実現しない。Boltzman 分布が実現している。
磁場 B と磁気能率 µ の相互作用エネルギー W は−µ ·Bであるから、Bを z軸に選ぶと、


























































































動量を J (~) とした時 J の z 成分のとり得る値が Jz = −J, −J + 1, −J + 2, · · · , J − 1, J の









































x ≡ Jα = gmuBJB
kT
とおくと、


































には安定になる。(1) 内部的にはスピンができるだけ沢山平行に並び、且つ (2) 外部には磁場

























壁が動く) 大きな磁化率を与える (図の b)。更に磁場を
強くしても、全ての磁気能率が配向してしまえば更なる




れる。マクロに見てもこの様な効果が残ると H = 0 でも M は 0 にならない (残留磁化)。結
晶に方向性があると残留磁化が強調される場合がある。この様な状態から M = 0 を実現する
には H を逆転せねばならない。結局図の様な磁化曲線を描く事になる。過去の磁化の履歴に
より現在の磁化の値が、現在の H だけに依らないので、この様な曲線を履歴曲線 (hysteresis









B と M は平行であると仮定し、B の方向を z 軸
にとり磁性体内に dv = dx dy dz の体積要素を考え
る。左図で上面に M dxdy,下面に −M dxdy の磁
荷が存在すると、この時の磁気能率は (M dxdy)×
dz = M dv となり、単位体積当たり M の磁気能
率が存在する事となる。
ここで δqm = δM dxdy の磁荷を下面から上面へ運ぶ時の仕事 δW は磁荷 × 磁場 × 距離だ
から、
δW = (δMdxdy) ·B · dz = dv · δM ·B (16.26)





B · dM (16.27)















= q (v ×B+ E) (17.1)







= 0 又は mdv
dt









(エネルギー積分は当然 (17.1) 式に於いても E = −∇φ で potential φ を導入すると存在す
る。) v2 = v2 は (17.3) より保存量である。速度は変化しない。
(17.2) に B をスカラー的にかけると、B · (B× v) = 0 であるから、
d
dt
(B · v) = 0 (17.4)




も変化しない。(17.3)、(17.4) より、v の B に垂直な成分 v⊥
も、その大きさを変えない。
v⊥2 = v2 − v‖2 =一定 (17.5)
v⊥ は、 |v⊥| =一定 であるから、回転の自由度しか残っていない。一様磁場中の磁気能率の
Larmorの歳差運動の時の手法を覚えていれば、











は (17.7) 式の ω で回転している。重ね合わせると螺旋運動になる。(17.6) の ω は cyclotron
frequency (正確には角速度) と呼ばれ、非相対論の範囲では energy に依存しない。この性質
を用いて Lawrence はサイクロトロンと後に呼ばれる粒子加速器を発明した。電子の有効質量
( effective mass )を測定する手段としても利用されている。
B に直交する 2 つの単位ベクトル eˆ1、eˆ2 (但し eˆ1 · eˆ2 = 0) を持ってくると、斉次方程式
(17.2) の解は、






但し、t = 0 で r (t = 0) = |v⊥|eˆ1
ω
にイオンは存在するとした。
q > 0、 eˆ1、eˆ2 を x, y 軸方向の単位ベクトル、B を z 方向にと
ると、図のように時計方向に回転する。
非斉次方程式の特解 (17.1) 式はベクトルで書かれているから、3 つの方程式を並べて書
いたものと考えると、特解も 1 つだけではない。v‖ と v⊥ に分けて考えられる。v‖ に対して















v⊥ ×B+ E⊥ = 0 (17.11)





v⊥ = −Bˆ× E
B
=一定ベクトル (17.12)






オンは電荷に依らず、全く力を受けずに直進する。この事実は Wien の velocity filter として
利用されている。又、磁気モーメントを有するイオンの進行方向を変えずに、モーメントの方
向のみを変えるためにも利用されている。
本論に戻って、(17.1) 式の解は斉次方程式の解 (17.8) に特解 (17.10), (17.12) を重ね合わせ、
r(t) = v‖ t+
|v⊥|
ω









E と B が直交する場合は少し手を抜くことができる。
r r’
vd t




= q {(v′ + vd)×B+ E} (17.14)
ここで、
vd ×B = −E (17.15)
となる様に vd をとると、非斉次項が消えるから、この座標系では v′ は B に対する並進運
動とサイクロトロン周波数での回転を重ね合わせた螺旋である。元の座標系ではこれに更に vd
での並進運動が加わったものになる。(17.13) の解を見てもこの事情は大体読み取れる。
E = 0 又は B = 0 とおくと、一方がない場合の解はやはり (17.13)で与えられる事は自明で
ある。
magnetic spectrograph (17.13) 式で v‖ = 0 , E = 0 の時、軌道は円であり、その












事ができる。特に中心軌道 acf に対し、微小角 ±δ だけ運動量の方向が異なるイオンの軌道は
180◦ 偏向後ほぼ f の位置に至る。f 付近での中心軌道からのずれは、約∼= 2R (1− cos δ) ∼= Rδ2



















図で ±δ だけ中心軌道から離れたイオンは磁場中の飛行距離が中心軌道よりも δ に比例した
量だけ多い (又は少ない)から一点で出合う。直接計算してみると、図の一点破線を x 軸とし














B(z) = B(0) +
∂B
∂z
· z + · · · (17.18)









· z +O(z2) (17.20)
である。|z| が小さい時、B1 は符号まで含めて z に比例する。又 B が z = 0 に関して対称な




















円筒対称という事は、円筒座標を用いると電磁場 E、Bが r や z には依存するが、方位角 θ に
は依存しないという事である。時刻に依存しない場を考える事にすると、電場 E は potential
φ(r, z) から導ける。
E = −∇φ(r, z) (18.1)



























∇ ·B = 0 であるから、Bz が決まると、Br は独立ではない。





















この式は簡単に r で積分できて、r → 0 で Φ ∼ 2pi r2Bz、Br → 0 とすると、












後で分る事だが (Φ/2pi) は角運動量と密接に結びついている。(13.102) の Hamiltonian を思







= q v ×B (18.9)
ここへ、eˆz × r をスカラー的に掛けると、L = r×mv として、
左辺 = (eˆz × r) ·m dv
dt
= meˆz · (r× dv
dt
) = meˆz · d
dt
(r× v) = dLz
dt
(18.10)
r = reˆr + zeˆz より
右辺 = (eˆz × r) · q (v ×B) = q r eˆθ · {Bz r ωeˆr + (Br vz − vr Bz)eˆθ − r ω Bzeˆz} (18.11)
ここに (18.2) を代入すると






























(Lz + q r Aθ) = 0 (18.14)
又は
Lz + q r Aθ = L
0
z = 一定 (18.15)
即ち荷電粒子は磁場と角運動量をやりとりしながら運動している。この結論は電場 E に r
成分や z 成分が含まれていても成立する。なぜならば、(eˆz × r)(= r eˆθ)との内積をとったか
ら、Eに eˆθ 成分がなければ内積が消えるからである。静電ポテンシャルが (18.1) で与えられ
るならば Eθ = 0 である。(18.9) に eˆz をスカラー的に掛けて、z 方向の運動方程式を作る事が
できる。
q (v ×B) · eˆz = q v · (B× eˆz) = q Br v · (eˆr × eˆz) (18.16)




v · (r× eˆz) = q Br
r
(−eˆz) · (r× v) = −q Br
mr
Lz (18.17)






















































































































q (v ×B) · eˆr = q
r
(r× v) ·B = q
mr
L ·B = q
mr
LzBz













































































この様に運動方程式では r、z 方向共に簡単な potential から導ける。Lagrangian を使用す
べきであったかな？













円筒座標系の独立座標系を (r, θ, z) としたので、場の点を大文字 R で













































= L(0) = 一定 (18.30)
これに R̂ をスカラー的に掛けると L ·R = 0 だから
−qe qm
4pi
= |L0| · cosφ (18.31)
ここで φ は R と L0 のなす角度であり、(18.31) より一定である。




































































R2 = v2 t2 + A t+R20 (18.37)





る訳だが、この回転の様子を詳しく調べるためには角運動量の式 (18.30) に L0 をスカラー的
にかけるとよい。L0 を z 軸に取り、下の図を参照して、軸からの距離を r とすると、













cosφ =一定 = C (18.39)
他方
r2 = R2 sin2 φ = (R20 + v


































(18.37)と (18.43) から t を消去すると軌跡の方程式が Rと θ の関数として得られる。













軸対称場の近軸光線近似 円筒座標で場の点を (r, θ, z) と書いた時、z軸 (r = 0) の近傍
のみに限定すれば、場を r のベキ級数に展開できるだろう。
静電場 V (r, θ, z) の r 展開
先ず軸対称性の仮定より、θ には全く依存しないので、potential を V (r, z) と書くと










r2 + · · · (18.46)





= −Er(r = 0, z) 6= 0 (18.47)
と仮定しての z軸のまわりにこの場を回転してみると分る。湧き口がないとこれは不可能だ！




























V (r = 0, z) = 0 (18.49)
これにより、r による２階微分が z による２階微分に置き換えられて、
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· r2 +O(r4) + · · · (18.50)
即ち z軸 (r = 0, z) 上の potential V (0, z) (及びその２階微分)が与えられると、r 方向の
potential の値は Laplace の方程式より決定される。
(18.50) に依ると、r 方向の電場の leading term は











静的な磁場も Laplace の方程式を満足する potential の勾配として与えられるから、(18.50) と
同じ形式のものが、静磁 potential に対しても成立する。











Bz(0, z) + O(r
3) (18.53)
レンズ作用 主な運動方向が z 軸に沿い、z 軸からの変位 r は小さい様なイオン (電子)
の運動を考える。(近軸光線)
先ず (18.15) に依り、L0z は一定であるが、(18.53) により、




4), Lz = mr
2dθ
dt
であるから L0z も O(r2) の微小量である。z 方向の運動方程式 (18.26, 18.27) に於いて、q V +
L2z
2mr2































(U0 − V (0, z)) d
dz
(18.56)



















ここで、V (r, z) には (18.50) 式、Lz には (18.15) 及び (18.53) 式を用いた。
L0z = 0 の場合：
z 軸上にイオン源や電子銃が置かれている場合には初期に r = 0 即ち L0z = 0 であるからいつ
も L0z = 0が成立する。この時 (18.57) の右辺は r に比例するから単振動解を与えるか、又は
指数関数的に発散する解を与えるだろう。r の係数が z に依存するので断定的ではないが.....
Bz(0, z) = 0 の時
√
q(U0 − V ) d
dz
(√
















左から r(> 0) で z 軸にほぼ平行に入って来たイオンが円筒電極の gap で加速されるとしよ





こういうレンズを gap lens と呼ぶ。
z
0V 0V+V 加減速どちらででも収束作用があるならば、電極を３つ









電場のない時 ( magnetic lens )
(18.57) 右辺第２項 r の係数は必ず負だから無条件に収
束作用を有する。
直感的には z 方向に進むイオンに Br が作用すると、
q vz × Br = Fθにより、θ 方向の運動が誘起され vθ 6= 0
となる。
次に、qvθ ×Bz = Fr により、r 方向の力が登場し、これが収束力となる訳である。
vθも結局のところ Bz に比例するから、収束力は B2z と平方の形で登場している。B の２次
の効果だから平均値を上げるよりも一ヶ所でも Bz を強くした方が得だから上の図の様にする
と収束力が稼げる。(電子顕微鏡)





β-ray spectrometerはこの z の相異を dispersionとして
利用する β-ray spectrometerである。この様な装置を長
くつなぐと、どこまでも広がらずに電子を輸送できる。
L0z 6= 0 の場合：
円筒対称電磁場中の運動方程式は (18.15)、(18.54)、(18.57) で与えられる。これに近軸の近似


















ωL =− q Bz
2m
, Larmor freq. (18.60)
方位角は、Larmor freq. で回転する部分と初期条件できまる角速度 (当然これは一定) で回
転する部分の和を (18.60) は示している。
z 方向の運動方程式、(18.54) は L0z を含まないので、L0z には全く依存しない。
r 方向の運動方程式、(18.57) は L0z を含むが重ね合せの形でしか L0z を含まないで、L0z = 0
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の部分と L0z にのみ依存する部分に分離可能だろうと想像がつく。、(18.60) より




で ϕ を定義する。ϕ は z の関数であるが、

















































これから上の式、右辺の {· · · } < 0 ならば収束作用がある事が分かる。






いる。z 軸方向には長い直角双曲線 x2− y2 = ±a2
を電極とし、対向する電極は短絡して、いつも同
位相の電位とする。この電極に直流と交流の電圧
をかけ、z = z0 にイオン源を置き、z = z1 にイオ
ン検出器を置く。交流電圧の周期は電気信号が z0
から z1 に伝わる迄の時間に比較して充分長いと仮
定すると、z 軸付近の potential は z に依存せず、
時間依存性と (x, y) 依存性は分離される。
z 軸付近の potential は z に依存せず、次式で与えられる。
φ(x, y, t) =
x2 − y2
a2





















にとると、z = vt (v は初速度) と書けるから、次の様に変形できる。
d2x
ds2















λ ∼ 0付近の安定解の領域のとがったところ −a0 =
b1 付近を使うと、特定の (λ, αλ) の組のみが周期
解を与える。(λ の符号に依らない) (18.69) を見る




この様にしてイオンの (q/m) を判定する装置を Quadrupole mass filterと呼ぶ。
Mathieu 関数はあまりおなじみの関数でないかも知れないが、λ = 1とおくと、ぶらんこの
運動方程式である。この時、(18.68) の λα が 0でないと安定解は存在しないので、ぶらんこ
はこげばどこまでも振幅が大きくなる。これは子どもの時に経験済の事と思う。
Mathieu関数の安定解の代表例として倒立振子がある。力学の教科書を見ておくとよかろう。
一度 KEK の科学おもちゃで 鞍点にピンポン玉を置くと落ちるが、この鞍点を回転するとピ
ンポン玉が落ちないという展示をやっていたらしい
真空中にイオンを一ヶ浮かべる ‘イオントラップ’ にもこの方程式は登場する。








qN cosN t)x = 0 (18.70)
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N > 2 の例として、周期的な結晶の potential 中を動く電子にたいする Schro¨dinger 方程式
がある。
Mathieu 方程式について λ, q は与えられた定数として、次の微分方程式
d2y
dx2
+ (λ− 2 q cos 2 x)y = 0 (18.71)
を満足する x の関数 y を考える。この方程式は２階微分方程式だから、２つの独立な解の
重ね合わせで一般解が与えられる。２つの独立な解の内、x = 0 で次の条件を満足するものを
c(x), s(x) と書く。
c(0) = 1, c′(0) = 0
s(0) = 0, s′(0) = 1 (18.72)
c(x) と s(x) は cosine, sine に似せて書いた。次式で定義される Wronskian は x に依らない。
W (x) =




= 0 が導ける。x = 0 での値を用い、W (x) = 1 が恒等
式となる。
λ− 2 q cos 2 x は x を x+ pi で置き換えても値が変わらないから周期 pi の関数である。これ
から y(x) は、周期 pi の関数 u(x) を用いて、次式で与えられる。
y(x) = eiµxu(x) (18.74)
ここで、µ は次の式の解である。
cosµpi = c(pi) (18.75)
この (18.74) の形の解を Bloch の解 (又は Floquet の解) と呼ぶ。以下に証明を与える。
(18.71) の任意の解 y(x) を (18.72) で展開する。
y(x) = a c(x) + b s(x) (18.76)
ところで、c(x+ pi)、s(x+ pi) も (18.71) の解であるから、これ等も (18.76) の様に展開できる
はずである。
c(x+ pi) = (c|c) c(x) + (c|s) s(x)
s(x+ pi) = (s|c) c(x) + (s|s) s(x) (18.77)
(c|c) · · · (s|s) は展開係数である。(18.76、18.77) により、y(x+ pi) は、
y(x+ pi) = a c(x+ pi) + b s(x+ pi) = {a(c|c) + b(s|c)} c(x) + {a(c|s) + b(s|s)} s(x)
= eiµpi{a c(x) + b s(x)} = eiµpiy(x) (18.78)
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を満足する数 eiµpi が存在したと仮定する。(18.78) に (18.74) を代入すると
y(x+ pi) = eiµ(x+pi)u(x+ pi) 左辺に代入
= eiµpieiµxu(x) 右辺に代入
これから
u(x+ pi) = u(x) (18.79)
即ち u(x) は周期 pi の周期関数である。








この方程式が自明でない解 (a, b)T を有するためには、∣∣∣∣∣ (c|c)− eiµpi (s|c)(c|s) (s|s)− eiµpi
∣∣∣∣∣ = 0 (18.81)






わかった。(18.77) で x = 0 を代入すると
c(pi) = (c|c), s(pi) = (s|c) (18.83)
(18.77) を x で微分してから x = 0 を代入すると、
c′(pi) = (c|s), s′(pi) = (s|s) (18.84)
Wronskian の式に x = pi を代入すると
(c|c)(s|s)− (s|c)(c|s) = 1 (18.85)
(18.77) で x = −pi を代入し、c(x) が偶関数、s(x) が奇関数であることを利用する。 即ち
c(−pi) = c(pi), s(−pi) = −s(pi), etc
c′(−pi) = −c′(pi), s′(−pi) = +s′(pi), etc
(18.83, 18.84) より
s(0) = 0 = (s|c)c(pi)− (s|s)s(pi) = s(pi)c(pi)− s′(pi)s(pi) (18.86)
∴ c(pi) = s′(pi)→ (c|c) = (s|s) = c(pi) (18.87)
ここで s(pi) 6= 0 とした。(18.82) より、eiµpi は次の二次方程式の解である。
(eiµpi)2 − {(c|c) + (s|s)}eiµpi + 1 = 0 (18.88)
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但し、ここで (18.85) を用いた。更に (18.87) を用いると
(eiµpi)2 − 2c(pi)eiµpi + 1 = 0 (18.89)
又は
eiµpi{2 cosµpi − 2c(pi)} = 0 (18.90)
∴ cosµpi = c(pi) (18.91)
これが (18.75) である。この µ はいつも存在する。(µ : cosmplex)
問 cosµpi − 1 = 2c′(pi/2)s(pi/2) とも書ける事を示せ。 この µ を特性指数と呼ぶ。
Bloch の解は次式を満足する
y(x+ pi) = eiµpiy(x) (18.92)
即ち x が pi 増す度に eiµpi 倍になる。
|eiµpi| < 1 ならば、x が増えると y の振幅は減小する
|eiµpi| > 1 ならば、x が増えると y の振幅は増大する
|eiµpi| ≤ 1 の解を安定解と呼ぶ。
特に eiµpi = ±1 又は µ が整数の時には y は周期が pi (µが偶数) 又は 2pi (µが奇数) の周期関
数になる。µ が整数という条件は (λ, q) にも条件をつける。λ を µ と q の関数と考えると、µ
が 0 の時 1つの根、µ > 0 の時 2 つの根を与える。
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q = 0.706013, λ = 0.23697の近傍である。
a0 と b1 のグラフの近似式は、次式の様で
ある。
a0 : λ(q) = −q2/2 + · · ·
b1 : λ(q) = 1− q + q2/8 + · · ·
この図は、 Abramowitz と Stegan の Handbook of Mathematical functions with formulas,


















x2 + Ax+B (18.94)
ここで −ρ x2/2ε は (18.93) の特解であり、Ax+B は斉次 Laplace 方程式の一般解である。
この様な状況は、高純度半導体に逆電圧をかけた時の空乏層において実現されているだろう。





この場合には、Poisson の方程式 (18.93) の ρ は位置 x の関数である。電子が運動するとし、
エネルギー保存則を書くと、v(x) を点 x での速度として
1
2
mv(x)2 + qφ(x) = 0 (18.95)
右辺の 0 は、陰極の電位とそこでの電子初速度を共に 0 としたため。定常電流が流れている
とすると電流密度 i は位置 x に依存しない。
i = q ρ(x) v(x) =一定 (18.96)























φ(x) + A} (18.98)
x = 0 で φ(x) = 0 及び dφ
dx



























電流 I (i を面積分したもの)はかけた電圧 V (φ(x) の
x = d での値)の 3/2 乗に比例している。Langmuir-
Child の法則と呼ばれる。










z 軸を 4 回対称軸とし、一様磁場 B を z 軸方向にかける。z 軸
上には陰極があり、 4 つの電極には + の DC 電圧がかかってい
るとする。先ず 4 つの陽極は DC 的に同電位とし、陰極からの
電子の運動を調べ、次に対向する陽極には同位相の高周波が少
しだけ重ね合せられた時にどうなるかを考える。






, r2 = x2 + y2 (18.101)
ra は陽極半径、 Ua は陽極電位。この形は ρ = 0 の時の対数 potential とは異なるが、実測
値とは大体あっている。又後から分かる様に振動周期が軌道の形 (半径 etc)に依らなくなる。


































− ω2cy = 0 (18.103)
ここで q < 0 であるから
ωB = − qB
2m








− 2 i ωB dξ
dt
− ω2c ξ = 0 (18.104)
これは 2 階の線形微分方程式だから 2 つの独立解を有する。
ξ = ξ0 e
iΩt (18.105)
と仮定し (18.103) に代入すると、 Ω は次の方程式を満足する。
Ω2 − 2ωBΩ + ω2c = 0, ∴ Ω = ωB ±
√
ω2B − ω2c (18.106)
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2 つの周期解が存在するためには、ωB > ωc でなければいけないが、この条件は成立している
ものとする。2 つの周期は軌道のパラメータ (例えばエネルギー、運動量、角運動量)を全く含
まない事に注意。(等時性)
(18.106) の 2 つの解を Ω1, Ω2 とすると、(18.103) の解は 2 つの独立解の線形結合で与えら
れるから、
x = R1 cos(Ω1t+ α1) +R2 cos(Ω2t+ α2)
y = R1 sin(Ω1t+ α1) +R2 sin(Ω2t+ α2)
(18.107)





(x˙2 + y˙2) +
qU¯a
r2a
(x2 + y2) (18.108)
この時 (18.107) の複素表示 ξ = R1eiϕ1 + R2eiϕ2 ; ϕj = Ωjt+ αj (j = 1, 2) を利用すると便
利である。
r2 = x2 + y2 = ξ ξ∗ = R21 +R
2
2 + 2R1R2 cos{(Ω1 − Ω2)t+ (α1 − α2)}






2 + 2Ω1Ω2R1R2 cos{(Ω1 − Ω2)t+ (α1 − α2)}
Ω2j = 2xBΩj − ω2c , Ω1Ω2 = ω2c (根と係数の関係)
であるから、(18.108) に代入すると、cos{· · · } の項は相殺し
E = mR21 (ωBΩ1 − ω2c ) +mR22 (ωBΩ2 − ω2c ) (18.109)
ここで Ω1 = ωB +
√
ω2B − ω2c , Ω2 = ωB −
√
ω2B − ω2c とおくと
E = m
√
ω2B − ω2c {R21 Ω1 −R22 Ω2} (18.110)
Ej = m
√
ω2B − ω2c R2j Ωj (> 0) と書くとE = E1 − E2 と書ける。
j = 1 の回転モードのエネルギーは正であるから、陽極にかけられた電圧によりエネルギー














step 2 陽極電圧の変調、発振 電子がマグネトロン内部で (二重)周期運動をすると陽極






















上で与えられた potential は r = ra で
φ˜(ra, θ, t) = U˜a cosωt, 0 < θ < pi/2, pi < θ < 3pi/2
= −U˜a cosωt, pi/2 < θ < pi, 3pi/2 < θ < 2pi
を満足し、且つ r < ra で ∇2φ˜(r, θ, t) = 0 を満足する。
(18.111) の導き方は別紙参照
直流電圧 φ(r) に (18.111) の様な高周波成分がほんの少し重ね合わされると、今まで Ω1, Ω2
の二重周期運動をしていた電子の運動がどの様な集団運動をする様になるかを論じることにな
る。運動方程式 (18.103) に −q∇φ˜ の項を加えればよい訳である。電子運動の角速度 Ω と電子
から見た高周波電位の角速度 ω˜ が簡単な有理整比になっていると共鳴が起こり、そうでなけ
れば平均的には何も有意な効果はないと考える。

























































































これで周期性を調べる準備ができた。ξ∗ は電子の位置の最初の近似として (18.107) を利用
すると
ξ∗ = R1e−iΩ1t−iα1 +R2e−iΩ2t−iα2 (18.113)
又 cosωt = (eiωt + e−iωt)/2。これから (18.112) の角速度成分は
±ω − Ω1, ±ω − Ω2, ±ω − 5Ω1, ±ω − 4Ω1 − Ω2,
±ω − 3Ω1 − 2Ω2, ±ω − 2Ω1 − 3Ω2, ±ω − Ω1 − 4Ω2, ±ω − 5Ω2
といった成分を含む事が分かる。この内のどれかが Ω1 又は Ω2 と等しくなった時に、共鳴が
起こると予想される。Ω1, Ω2 > 0 ととるから −ω を含む項は共鳴しない。













ξ = R1eiΩ1t +R2eiΩ2t, Rj = Rjeiαj (18.115)
(18.115) を (18.114)) に代入すると Rj, αj についての方程式を得る。





但しここで (18.104) の関数を用いて、R1,R2 の時間微分を含まない項は落した。(18.115) の
関係は 1 つの複素変数 ξを 2 つの複素変数R1,R2 で表しているので、もう一つ条件をつけな
いとユニークには解けない。次の条件をつける。
R˙1 eiΩ1t + R˙2 eiΩ2t = 0 (18.117)
(18.117) を時間微分し、 (18.116) に代入し、2 階微分を消去すると



















R2 に対する解が電子から電極へのエネルギー移行に対応するので、ω = 2Ω2 という共鳴条件












を (18.119) に代入すればよいが、指数関数の肩にある時間依存の部分を見ると、R˙1 の場合、
時間依存が残るから平均的には 0 と考える。R˙2 には時間に依存する部分がある。
R˙1 = 0







, (Ω1 − Ω2 = 2
√· · ·) (18.121)
R1, α1 は時間に依存しない。R2 の方は実部と虚部に分けると
dR2
dt
= −δR2 cos 2α2, dα2
dt









tanα2 = tanα20 · e2δ(t−t0) (18.123)














































を用いた。R2 は α20 = npi という例外はあるが、時間が経過すると大きくなる。この時、電子
の運動エネルギーは陽極に高周波のエネルギーとして与えられる。
まとめると、陰極から出た電子は ξ = R1 eiΩ1t+iα1 + R2 eiΩ2t+iα2 = (x + iy) で表せる二重周
期運動をするが、陽極に ω = 2Ω2 で与えられる角速度の高周波電圧が何等かの原因で存在す





朝永、小谷 著 ”極超短波磁電管の研究 ”みすず書房 より
上の文中”何等かの原因”を積極的に作るために、又電力を取り出すために共振回路がつけ
られる。今は 4 分割としたが 4 にこだわる理由は本当はない。マグネトロンの日本に於ける
最大用途は多分家庭用電子レンジであろう。各種レーダーにも不可欠の部品である。






Ω1 破線は max(R1, R2) を半径とする円。破線円の中心に陰極がある。
電子の加減速機構が働いていなければ、 r = 0 付近から出発しなければならない。又電子が陽
極に届くためには、R1 +R2 > ra でなければならない。
r = ra にある 4 等分割電極上で交互に符合の変化する potential 分布
φ(ra, θ) =
{
U˜a, 0 < θ < pi/2, pi < θ < 3pi/2
−U˜a, pi/2 < θ < pi, 3pi/2θ < 2pi
の内部 potential の計算
1 ra での境界条件 φ(ra, θ) をFourier 展開する




























φn sin 2nθ · sin 2lθdθ = φl pi (18.128)























sin 2nθ = 0 (18.130)
中括弧の中 {· · · } = 0とし、vn を r のべきに展開する。原点は正則だから r の逆ベキは無視








































































∴ φ(r, θ) = U˜a
ipi
{ln1 + z






















ここで、 ∣∣∣∣1 + z1− z
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 + z∗1 + z∗
∣∣∣∣
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が導ける。導体内部では E = 0 であるから、その接線成分も０である。従って導体の外部表
面付近の電場には、接線成分は無く、法線成分のみが存在する。即ち、静電場と同じ境界条件
である。導体表面に電荷が存在すると、電場の法線成分は有限である。
∇ ·B = 0 より、界面での法線成分は連続でなけらばならない。導体内部で B = 0としたか
ら、B の法線成分は０、従って外部界面では B の法線成分は０であり、接線成分のみ有限の
値を持ち得る。
完全導体では、skin depth (∝ 1/√σ) が０だから、無限小の厚さの表面電流が流れ得る。
∇×H = i+ ∂D
∂t
を界面付近で面積分すると、E はこの面に垂直にとれるから、右辺第２項
は寄与しないが、表面電流からの寄与があり、左辺では界面外部での H が残る。即ち、H の
接線成分 (H の法線は０である)と表面電流密度 is が等しい。







纏めると、完全導体の接平面を考え、この面を x y 平面
とし、接点を原点ととる。表面電流の方向を x軸を選ぶ
と、B は y の負の向きを向き、E は z 軸の正又は負の
方向を向いている。
完全導体による電磁波の反射 反射前後の電磁波の進行方向 ( Poynting vectorの方向)を
kin, kout とする。又、電磁波は直線偏光であるとする。
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入射波の電気ベクトルは kin を軸として、これに直交している。電気 (磁気)ベクトルが導体に
平行な場合次の二つの場合に分けて考えよう。











入射点 O での E の接線成分は ０ だから、図の座標系では
Ein x + Eout x = 0, Ein y + Eout y = 0, Ein y = 0 (19.2)
即ち、Eout は Ein と逆向きで、大きさは等しい。従って、
|Bin| = |Bout| でもある。
反射光も ‘光’ であるから、Eout, Bout, kout の順番で右手系を作っていなければいけない。
c |Bout| = |Eout| という強さに関する制限もあるから、kout の方向さえ決まれば、Bout は確定
する。
図の様に、入・反射角を θin, θout とすると、O 点で B は接線成分のみを持つから、
(Bin) sin θin − (Bout) sin θout = 0 (19.3)
O 点での B の連続性を要求すると、
(Bin) cos θin − (Bout) cos θout = 0 (19.4)
この両式に Bin = Bout を代入すると、
θin = θout (19.5)
即ち、kout は z 軸に対し kin の反対側にあり、角度の絶対値は等しい。又、kin, kout, Bin, Bout
は同一平面にある。これ等は、通常の反射の法則である。反射の法則を導く際に、完全導体の
仮定を設けた事を覚えておこう。この仮定は、導体中で E = 0 というところで使用された。こ
れは導体中に電場が仮に作られたとしてもすぐに電子が動いて、この電場を相殺するという仮
定と言い替えてもよい。逆に電場の時間的な変化が非常に速くて、電子が電流としてその変化
に追随出来なければ、反射の法則は成立しない。だから、X 線や γ 線を反射する鏡を作る事
は困難である。通常の鏡が曇るのは導体表面の (skin depth 迄の) 汚れ、酸化、硫化等で電気
伝導度の劣化が原因だろうと想像される。金、銀、銅等は白色光の下で見ても特有の色が見え
るから、内部での電子構造 (原子配列 etc.) に個性があり、分光反射率に周波数依存性がある
のだろう。
現在の境界条件の下では、表面付近で (E = Ein +Eout = 0) であるから、導体表面に電荷は
誘起されていないが、H は０でないから、表面に電流が誘起されている。その大きさは B の


















導体表面で is は kin の面上への射影分だけ小さく













y˙ は位相速度と呼ばれ、sin θin ≤ 1 だから、一般に光速よりも速い。これは、±x 方向に流
れる is を横から見た影の速度である。これは、時間変化を一定値 ′′ − i ω′′ で置き換えた結果
得られた式であるから、定常状態を記述している事も忘れてはならない。y 方向の光の伝達速
度は c sin θin であるから、
(光の伝達速度)× (位相速度) = c2 (19.10)
という関係がある。
磁気ベクトルが導体に平行な場合 B の法線成分は０だから、Bout, z = 0、B の接線成
分は連続だから、Bin y = Bout y。これから、
Bin = Bout (19.11)
光の条件より、|Ein| = |Eout| も前例と同様に導ける。更に、E の法線成分の連続性から、





即ち、反射波の色が入射波の色と異なる事はない。又、 (19.11) は k や ω に依存せずに成立
するから、この近似の範囲では任意の周波数 (波長)に対して成立する。ω に対する重ね合わせ
の原理を使用すると、パルス波形は反射により歪む事はない。
今の境界条件では、導体表面上で E, B は共に０ではないので、今回は表面に電流や電荷が





ちらを向いているだろう？ TV の電波だとどうだろうか？ 調べてみよ。
ヒント：送・受信のアンテナの向きを見よ。












λ, θi, b の間には、条件が課せられる。波面、即ち位相
の等しい面を図中に描いてみると、y =一定面内では y
軸方向に Λ′ = λ/ cos θi の波長で周期的に繰り返してい











2 b cos θi
n




ここで、電場ベクトル E が x 軸を向いている場合を考える。x 軸方向には並進に対して構
造を持たないので、x = 0, a に導体を置いて蓋をしても E と蓋は直交しているので、境界条
件を満足する。即ち、断面が長方形の内部を電磁波は伝播する。この様子を少し詳しく調べよ
う。







簡単の為に、時間依存性は e−i ω t、z 依存性は ei kz z と仮定す
る。但し、これまでの説明から分かるように、壁で反射しなが
ら z 方向に進む波を想定するので、kz = ω/c は成立しない。
ρ = i = 0 を仮定すると Maxwell の方程式は、
∇× E = −∂B
∂t
, ∇×H = ∂D
∂t
, ∇ ·D = ∇ ·B = 0 (19.14)
真空を仮定すると、
B = µ0H, D = ε0E (19.15)
境界条件は
x = 0と a にて Hx = Ey = 0




先ず、z 依存性を ei kz z と仮定したから、∂/∂z を i kz で置き換えると、∇ × E, ∇ ×H の
x、y 成分から、

iω µ0 0 0 i kz
0 iω µ0 −i kz 0
0 i kz −iω ε0 0





























= −i ω ε0Ez (19.18)

























ikz 0 0 iω µ0
0 ikz −iωµ0 0
0 −iωε0 ikz 0




































Ez = (A sin kx x+B cos kx x)(C sin ky y +D cos ky y)e
i(kz z−ω t)
Hz = (A
′ sin k′x x+B
′ cos k′x x)(C
′ sin k′y y +D

















積分定数 A ∼ D′ と分離定数 kx ∼ k′y は、境界条件 (19.16) を満足しなければならない。平
面波には二つの偏光の自由度があった様に、ここでも二つの自由度がある。これを次の様にと
る。(１) TM 波 ( Hz = 0), (２) TE波 ( Ez = 0)。この様にとると、Ex, · · · , Hy の式には kx
と k′x 又は ( ky と k′y) が同時に現れる事がない。
TM 波 transverse magnetic wave; transverse とは、進行方向、即ち z 軸に垂直な方
向という意味。 Hz = 0 だから、H は transverse 成分しか含まない。






(A cos kx x−B sin kx x)(C sin ky y +D cos ky y)ei(kz z−ω t) (19.23)
y = 0, b で Ex = 0 が x に依らず成立するから、
D = 0, ky b = npi, nは整数




(A sin kx x+B cos kx x)(C cos ky y −D sin ky y) ei(kz z−ω t) (19.24)
x = 0, a で Hx が y に依らず０であるから、
B = 0, kx a = mpi, mは整数
















z sin kx x sin ky y e
i(kz z−ω t) Hz = 0
(19.25)
ここで、 kx = mpi/a, ky = npi/b 但し、m > 0, n > 0 とする。m, n の一方が０ならば、
Ez = 0 となってしまう。
この解は TMm,n モードと呼ばれる。
TE 波 transverse electric field の略。従って、Ez = 0。



























ここで、k′x = mpi/a, k′y = npi/b. 更に、m = n = 0 は、 k2 − k2z = 0 に対応するので、双方
が０であってはいけない。
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kx, · · · , k′y の大きさは ０ 又は自然数で規定される。この０又は自然数という値の事を固有値
( eigen-value, characteristic value) と呼ぶ。変数分離のパラメータが特定の値をとるという形




が固有値になっている。kx = npi/a という式は確かにそう解釈出来よう。
z 方向には ei(kz z−ω t) という一つの進行波だけの解だから、ここには、kz < k という以外に
は制限はついていない。もしも、z 方向にも長さの制限があり、反射波と今の解が干渉して定
在波を作れと言う条件をつけると、kz もこの z 方向の長さに関した固有値を有する様になる。
ついでに、進行波と定在波についてもコメントしておこう。先ず、前提として時間依存性が
e−iω t と書かれる。z 方向の解の様に e±i kz z と書ける解は進行波である。次に、ei k z± e−i k z と
二つの進行波を重ね合わせてみると、2 cos k z 又は 2 i sin k z は定在波を与える。(複素)係数
を除いて、実数解は定在波を与え、複素解は進行波を含む事はすぐに理解出来るだろう。例え
ば、Bessel の微分方程式の二つの解 Jn(r), Nn(r) はどちらも実数だから、r 方向の定在波解
であり、Jn(r)± iNn(r) と書くと、r 方向の進行波を与える。Legendre の微分方程式の二つの
独立解、P`m(x), Q`m(x) は実数解であるから、定在波に対応し、P`m(x)± 2 i/pi Q`m(x) は進
行波を与える。そこで、先の x, (y) 依存の解は実だから、二つの進行波の干渉 (重ね合わせ)
で与えられ、固有値が登場する事が理解できよう。
実際の導波管では、振動数が一定 (従って k も一定)という電磁波を入力した時、k2 = k2x +
k2y + k
2
z を満足する任意の (kx, ky, kz) の組の解を重ね合わせたものが原理的に実現可能であ
る。しかし、kx, ky は断面寸法できまるとびとびの値のみを取り得る。k2z > 0 という制限が
つくから、(kx, ky) の取り得る値には制限がつく。最小の n, m の値が一般的には安定だから、
TM01 波だけが生き残る様に k, a, b の組合せを選んでおくのがよい。








電磁波は与えられた導波管のどちらを a, b ときめる
のだろう？ 図の様に、書いてみても a, b の選択基
準は分からない。
正解は、電磁波に聴いてみよ。
一番基本的な TE0 1 モード m = 0, n = 1 とおくと、(19.26) は、k′x = 0, k′y = pi/b だ
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から、Ey = Ez = Hx = 0、残りは





















ei(kz z−ω t) (19.27)
実際は、この式の実部 (虚部) を取り出す。Ex, Hy の分母は k2 − k2z = (pi/b)2、又 kz =√






先ず、全体が xに依らないので、y = 0, bに２枚の
ど導体板を置いた時と内部的には同じである。y 方
向には二つの進行波の干渉で定在波になっているの
で、少しだけ複雑にしている。E には x 成分しか
ないので、いつも上 (下)を向いている。sin(y pi/b)
の様に y に依存するから、中央部 y = b/2 で最大
振幅を与える。
Hy, Hz の振幅比は、kz/ky である。m = n = 1 というモードが励起されない様にしておく
のがよい。例えば、pi/b < k pi/a とする。
次の図はTE01 モードでの底面上での H(上) と is(下) の分布を図示した。図の横軸が z 軸、
縦が y 軸であり、y 軸方向の幅は b である。波長の比は ky = 2kz と選んだ。二つの図は重ね
て見るとよい。
Hy と Ex は比例するから、Hy の



























2. r 方向の解は Bessel 関数
3. θ 方向の解は sin, cos となる
4. x, y 方向の区別がなくなるので、固有値に縮退がおこる
等の細かい相違が生ずるが、本質的な事情は同じである。
(19.14) の r, θ 成分を書くと、(19.17) に対応し、やはり Hz, Ez の r, θ についての微分で








ikz 0 0 iωµ
0 i kz −iωµ 0
0 −iωε ikz 0





































ここでも偏光面の二つの自由度に対応し、(Ez 6= 0, Hz = 0), (Ez = 0, Hz 6= 0) という解 TE
波と TM 波に分けて議論する。















= −(k2 − k2z)Hz (19.30)
Hz を r と θ の関数の積に変数分離する。θ 方向の解は sinnθ, cos nθ の重ね合わせになる。
分離定数は θ に関する周期 2pi (又はその１/整数)の関数になるべきであるから、n は整数又
は自然数という条件がつく。θ の原点の取り方は、当面任意であるから、sin nθ, cos nθ の一
方は落しても良いとする。










+ (k2 − k2z) r2 = n2 (19.31)
r = 0 で、R(r) は有限であるべきだから、Neuman 関数の方は採用しない。
この結果、
Hz(r, θ, z, t) = H0 Jn(kr, r) cos nθ e
i(kz z−ω t) (19.32)


























ここで、k2r = k2 − k2z である。
境界条件を、半径 r = a 上で Eθ = Hr = 0 とするから、
d
dr
Jn(kr, r) = 0 (19.34)
これが、r 方向の固有値を決める方程式となる。引数 x が大きい時、Jn(x) は ０ のまわりを

















(19.33) を見ると、Er は n に比例する部分があるから、n = 0 だと r, θ, z, t に依存せず ０ に
なる。Er が０だと当然 Hθ も０である。
境界条件より導体面上 r = a では Eθ = Hr = 0 であるから、Hz のみが存在する。即ち、表
面電流は θ 方向にのみ流れていて、z 方向には全然流れていない。このような条件の空洞共振
器を作ると、パイプだけを電流が流れ、パイプから z 方向のフタに向かって流れる電流が無い
ので、Q 値の高い共振器になる。フタの接触抵抗が無視出来るならば、可変周波数の共振器が
作り易い ( n = 0 のみ)
TM 波 Hz = 0 とすると、(19.28)、(19.29) より、(19.30) でHz を Ez と置き換えた式













Ez = E0 cos nθ Jn(kr, r) e
i(kz z−ω t)







ここでも、k2r = k2 − k2z である。
境界条件も、やはり導体表面 r = a に置いて、Eθ = Hr = 0 であるから、
Jn(kr a) = 0 (19.38)
この場合も n = 0 だと、Eθ = Hr = 0 が (r, θ, z, t) に依らず成立する。即ち、電場は z 方向
にしか存在しない。このモードはDTL 型 線形加速器に利用される。特に、kz ∼ 0 だとする




イプを塞いでみよう。TE01 モードでは、電場は x 方向にしか成分を持たないから、z 方向に
201
Ex = 0 という面を捜し出して、ここに完全導体を置いても場を乱す事はない。(19.27) 式の
Ex の実部をとると、z 依存性の部分は cos(kz z−ω t) で t にも依存するので、z 依存性と t 依
存性を切り離す必要がある。z 依存性と t 依存性がくっついているのは、進行波をつくる為で
あった。定在波を作れば、両依存性を分離出来る。こうすれば、Ex = 0 の位置を決める事が
できる。即ち、
kz Z = ` pi, `は自然数 (19.39)
を満足する位置に一枚、もう一枚は z = 0 に置けばよい。内部断面が長方形で、両端が塞がれ














































で定義される量を quality factor (Q 値) と呼ぶ。この時、dW/dt = −P/T, (T は周期) を積分
すると、
W (t) = W (t = 0) exp (−ω t/Q) (19.42)
であるから、Q/ω という時定数で場に蓄えられたエネルギーが熱に変換される。
ω T/Q ∼ ω/(Qδ f) とすると、δ f = Q/ω 程度の精度で (19.41) は満足されねばならない。

























される。これが空が青い理由でもあるが · · · · · · 猶、運動量で比較してみると、可視光は大きな
運動量のものほど良く曲がる（屈折率が大きい）という力学では考えられない様な性質を示す。

















くする効果がある。これは Lamb shift として実際に観測されている。又電子の異常磁気能率
の原因でもある。
厳密な意味での自然巾を利用した”光源”はレーザーを利用したイオントラップぐらいなもの





























洞内の輻射のスペクトルは 19 世紀の難問の 1 つであった。即ち古典的な統計物理と電磁気の







発光原子は状態 1, 2 の 2 つの状態を有し、状態 1 (2) のエネルギーをE1(E2)とし、エネル
ギー差 (E2 − E1) に対応する輻射の振動数を ν とする。
hν = E2 − E1 (20.1)
h はプランク定数 (∼ 6.62× 10−34J· sec) である。状態 1 が光を吸収して状態 2 に遷移する割
合は、(誘導放射の逆過程であるから) 振動数 ν の輻射強度 u(ν) に比例する。又、状態 1 に存




逆に状態 2 が状態 1 に遷移する割合は、式 (20.2) の項以外に自然放出の確率を加えておかね
ばならない。状態 2 の状態 1 への自然放出の確率を A2→1 とすると、
dN(2→ 1)
dt
= A2→1N2 +B2→1N2u(ν) (20.3)
比例係数 A2→1, B1→2, B2→1 等はEinsteinの A, B 係数と呼ばれている。ところで、今登場し
た 2 つの B 係数は等しいことが説明されている。(詳細平衡)1
平衡状態では 式 (20.2), (20.3) は等しくなければならないし、N1 と N2 の比は Boltzmann
分布に従うとすると、 
B1→2N1u(ν) = A2→1N2 +B2→1N2u(ν)















ここで k は Boltzmann 定数 (∼ 1.38× 10−23J·K−1)、T は絶対温度。
エネルギー (hν) が大きい時は式 (20.5) は Boltzmann 分布になるが、そうでないと、Boltz-
mann 分布からズレてくる ⇒ Bose-Einstein 統計
スピンと統計の関係を知っていると、光子は整数スピンを持つ事になる。
Max-Planck のやった事を復習するには状態密度 ρ(ν) と光量子仮説を知る必要がある。電
磁波に対し周期境界条件を要求して、一辺 L の大きな立方体の中に電磁波を閉じ込めると、
ei(k·r−ωt) の様に r と t に依存する電磁場に対し、
kjL = 2njpi, (j = x, y, or z、 njは整数。) (20.6)
1状態 1 から 2 への遷移振幅は 〈2|T|1〉と書ける。ここで、T は遷移の原因である。T が Hermit 演算子であるならば 〈2|T |1〉 = 〈1|T |2〉
であるから B1→2 = B2→1。スピン自由度を無視している。detailed balance
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kx, ky, kz の許される値は式 (20.6) により制限をうける。状態の数はこのとり得る整数の組
(nx, ny, nz) の数を数えればよい。L が充分大きければ nj も大きく、n 空間ではこの整数組
は一様に分布し、単位体積当り 1 つの組が平均的に対応しているから、n ≡√nx2 + ny2 + nz2



































振動数 ν に対する光量子のエネルギーを 1 個当り hν(= ~ω) とすると、熱平衡状態での平均





















この式に式 (20.9) の状態密度をかけると、輻射のエネルギー密度 u(ν) は



















自然巾に起因する A 係数と誘導放出の係数 B の比は、基本定数と振動数のみに関係し発光体
の性質には依存しない。式 (20.11) は 黒体輻射の式と呼ばれる。式 (20.11) が ν3 × f(ν/kT )










1− e−C ν dν
簡単の為に、C = h/k T とおいた。|e−Cν | < 1 だから、被積分関数の分母を級数展開し、項
別に積分を実行すると、






この式の右辺の和は、Riemann の ζ(n) 関数と呼ばれ、n が偶数ならば簡潔な表現が知られて
いる。特に ζ(4) = pi4/90 である。この、変数が偶数の場合の ζ 関数の値の評価に関心がある
ならば、Fourier 展開に関する文献の例題を探してみよ。従って







一時期 明るさ (光度)の定義とし、1 気圧下の白金の凝固点にある黒体の 1/6 × 105m2 の平
らな表面の垂直方向の光度として 1 cd (カンデラ)を定義した。(大体 100 W の白熱電球の明
るさの 1/100)
宇宙電波の内、星 (電波源)が無い方向からやってくる電波 (cosmic back ground) のスペク




して、空間的な広がりが光子の放出方向に対し λ よりも充分長い必要がある。λ よりも狭い反
射板で励起状態を囲ってしまうと終状態に光子が存在できないので、”自然巾”は狭くなる。励
起状態を丁度 λ の巾の鏡の中庭に置いたら自然巾は広くなる!?
レーザーの原理 レーザーを上の準位 ”2” から下の準位 ”1” への遷移に伴う発光である
と了解するならば、占拠数の逆転即ち準位 ”2” (”1”) の占拠数を N2(N1) とした時、N2 > N1




は Einstein のA,B 係数を用いると
du
dt
= {A+B u(ν)}N2 −BN1u(ν)
= AN2 +B u(ν)(N2 −N1) (20.14)
ここで右辺第 1項は自然放出であり、第 2 項は誘導放出に対応する。第 1 項はいつでもあるか
ら無視すると、B, uは共に正だから N2 − N1 > 0 ならば、場の輻射密度の時間変化は正、即
ち増加する。上の準位の”人口” N2 を下の準位の”人口” N1 よりも多くする事が必要条件の第
一である。
N2 > N1 の状態で外部から ν12 の振動数の”光”が入射すると、誘導放出により、入射光の強
度よりも強い光が放出される。→光の増巾。この概念がレーザーの語源 (Light Amplification













であり、hν12 > 0, k > 0 だから T < 0 としなければ、2本の準位だけでは実現できない。第










射等の方法で ”1” → ”3” の遷移を起させる。この原子
”1” 1 ヶ当りの遷移確率を Γとする。励起状態は光を放
出したり、他の原子と衝突したり、格子振動を媒介した
り等の方法で高い励起状態から低い状態へ遷移する。




=−(Γ + γ21 + γ31)N1 +γ12N2 +γ13N3
dN2
dt
= γ21N1 −(γ12 + γ32)N2 +γ23N3
dN3
dt
= (Γ + γ31)N1 +γ32N2 −(γ13 + γ23)N3

(20.16)




対応する γij(i > j) を無視すると、
N1=
γ12(γ13 + γ23)




γ12(γ13 + γ23) + (γ12 + γ23)Γ
·N
 (20.17)
N2 > N1 が成立するためには、分母は共通だから








1. ”2”→”1” への遷移確率は小さいほうが良い。”2” が準安定状態だと都合が良い。
2. ”3” はほとんど ”2” へ落ちて、”3”→”1” の遷移は禁止遷移だと好ましい。
ポンプ能力 Γ は式 (20.18) を満足する様に強力でなければならない。
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N2 > N1 を実現するには N2 を増すのが一つの努力の方向であるが、他方 N1 を減らすのも
一つの工夫の方向である。”1” が原子の基底状態だと非常に数が多いが、励起状態だとすると
これは一般的に非常に少なくなるから、反転分布は実現しやすいだろう。準位 ”0” を ”1” の




























(微細構造定数と呼ばれる)が小さいために γ (従って Γ も) は大きくない。即
ち単純な構造では増幅率は大きくとれない。例えば常識的な He-Ne レーザーで 1 m当り約 0.7
％ 程度であるから、飽和の効果を無視すると L m では増幅率は (1.007)L だから、2 倍にする





は、(励起状態の寿命)× (光速)程度と推定されよう。寿命を 10−9 秒とすると約 30 cm とな










光源からの光を半透明の鏡 M0 で 2 つの直交した光路に分け、夫々 l1, l2 の距離走らせてか
ら鏡 M1,M2 で反射させ、検出器で光を検出する。必要なレンズが左図では省略されている。
2(l1 − l2) が光の波長の整数倍だと干渉の結果、強めあう。
白熱電球では (l1 − l2) が数 µ m 程度で干渉は観測されなくなるが、良いレーザー光源では
103 km 以上にも達する。即ち励起状態原子に一つの波列が衝突すると、波列の通過中に励起








ン化し 2 荷イオンを更にイオン化し · · · · · ·。原子番号 Z = 34 の Se の電子を 24ヶ はいで
34Se









いので、非常に速い。他方 (3p)→ (2p) は同じパリティだから遷移
は遅い。従って、(3p)，(2s) 間に準位反転が起り、レーザーが観測
されている。
もっと極端な例では 73Ta45+ による 44 A˚のレーザー発光も知られている。この様な波長の”
光”が入手できると、分子を直接見る顕微鏡を作り得る。
































を速度 v で Lorentz 変換すれば簡単。相対論の所の問の結果












, B‖ = B
′
‖ = 0 (20.21)
v に垂直な成分には Lorentz 因子と v × E′ , v ×B′ の寄与がある。
E⊥ = γ{E′⊥ + (v ×B
′
)⊥}, B⊥ = γ{B′⊥ − (v × E
′
)⊥/c2} (20.22)











(vt)2 + d2, sin θ =
d
r

















(cosωt− i sinωt) d{(vt)2 + d2}3/2dt (20.24)
ここで、被積分関数の分母は t の偶関数、sinωt は奇関数だから積分結果に寄与しない。変形






























衝突径数 d は一定ではないので d について積分しなければならない。d の上、下限を決定する
には少し量子力学の知識が必要である。(積分が収束しないと困る)
















wigglerは一周期が λW で NW 周期分の磁極が等間隔に並べられているので、全長は λW×NW
である。ここへ左から電子が速度 v で入射してくる。電子は軌道が曲げられる度に輻射を放出
するが、曲げられ方は非常に少ないのでほぼ直線を走ると仮定する。電子が wiggler を通過す
る時間を t とすると vt = NWλW である。
電子が曲げられる度に 1 波長づつ光も波を打ちその波長を λL とすると、電子が wiggler を
通過する間に NW 波長分の光の波列が放出された事になる。この波列の先頭は光速を c とす
ると ct だけ走っている。他方波列の最後尾は t 秒後には電子の現在位置即ち wiggler の出口
にある。これにより、次の式が成立する2。
(c− v)t = NWλL
vt = NWλW







































γ2 − 1/γ を代入してもよい





























Thomson散乱 平面波の進行方向を z 軸にとり、直線偏光を仮定して、光の電場の方
向に x 軸をとると、
Ex = E0e
i(kz−ωt), Ey = Ez = 0
By = B0e








磁場の強さは E0 よりも 1/c の因子だけ小さいので、非相対論の近似では散乱現象に対する
効果は無視される。電場が x 方向だと電子の運動方向 v も x 方向であり、Lorentz力 v × B
は光の進行方向を向くので、電子は光の進行方向にも力をうけている。この事は光の運動量密






ただし、電子の位置は xy 平面内にあるとして、z = 0を式 (21.2)に代入してある。この方程式
の解は式 (21.1) の一般解 (減衰振動)と式 (21.3) の特解の和である。特解の部分は x = Ae−iωt
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と書いて、式 (21.3) に代入すれば簡単に決定できる。この結果1
x = (減衰振動) + qE0
m
1





n−β → n、分母の β · n→ 0 とすると、非相対論的な輻射の式になるから、式 (10.17) 2
















ここで、ρE(scatt.) は単位面積当り 1ヶの散乱体がある時の、立体角 dΩ に単位時間に散乱さ
れるエネルギー強度、ρE(inc.) は単位面積・単位時間当りの入射波のエネルギー強度である。












B2 = εE2 = εE0
2e2i(kz−ωt) (21.7)
このエネルギー密度で、c の速さで電磁場が動いているから、分母は ρE · c を時間平均した
ものになる。ただし、ここでも z = 0 を代入しなければならない。時間平均は面倒だから
(ρE c)
∗(ρE c)




















(ω02 − ω2)2 + (2ωγ)2 sin
2 α (21.8)
双極子輻射では、双極子と放出方向の角度 α の sin2 に比例




sin2 αdΩ = 2pi
∫ pi
0























(ω02 − ω2)2 + (2ωγ)2 (21.10)
自由電子は束縛力がないから ω0 = 0を代入し、古典的電子半径 (12.2)を用いると、Thomson






















自然光の電場ベクトルは x 軸方向を向いているとは限らないので、(21.8) に戻り、この方向
に対して平均操作をしておこう。この時、電子は x, y 平面では全く同じ様に動き得るとする。
(少なくとも自由電子に対しては正しい)。入射波の電場ベクトルを x, y 平面で x 軸から角度
βだけ傾けると、E 方向の単位ベクトル Eˆと nˆは
Eˆ = (cos β, sin β, 0)
nˆ = (sin θ cosψ, sin θ sinψ, cos θ)
であるから、cosαは Eˆ と nˆ の内積で与えられる
cosα = Eˆ · nˆ = sin θ(cos β cosψ + sin β sinψ) = sin θ cos(β − ψ) (21.12)
平均をとるには β を 0 ∼ pi 迄変えて積分して pi で割ればよい。被積分関数 sin2 α は (β − ψ)































を使った。式 (21.8) に 式 (21.13) を代入すると無偏極光に対する微分断面積が与えられる。


































n× (n× β˙)= x¨
r2c
(−y2 − z2, xy, −xz)
(21.16)







n× (n× β˙)ρ dρ dθ (21.17)



















pi(2z2 + ρ2)ρdρ (21.19)
但しここで時間遅れは t′ = t− r/c として残した。次に ρ を 0 ∼ ∞ にわたって積分したい。
r2 = z2 + ρ2, 2rdr = 2ρdρ より (21.20)































後半の積分は少しインチキして消してしまう。ρ = 0 附近の寄与は右辺第一項を与える。これ
より kr にして半波長分程度 ρ が大きくなった部分からの寄与は、そこより更に半波長分程度





re ·Ndζ · E0f(ω)ei(kz−ωt) = i AEx dζ (21.22)
ここで、2pi
k
= λ であり、略号 A を導入した。
A ≡ λreNf(ω) (21.23)
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ρ = 0附近の (λreζ)の微小体積の部分が、z 軸上の散乱光に寄与している。(dEsc)x = iAExdζ
であるから有限の厚さの散乱体を考えるならば ζ について積分しなければいけない。dζ を厚
さ D で置き換えると、厚さ D の散乱体が z = 0 附近にあるとし、
Ex(z) = Ex(D = 0) exp i(kz − ω t){1 + i AD} ∼ E0 exp i(kz − ωt+ AD) (21.24)
散乱の位相が厚さ D に比例して変化する部分がある。
位相の部分を k(z −D) + (k + A)D − ωt = k(z −D) + k′D − ωt と書いてみると、
板のない部分 (厚さは (z −D))の波数は k でこれは光速に対応する。
厚さ D の板の部分の波数は k′ = k + A = n k (光速は 1/n) になっている。
但し









ω02 − ω2 − 2iωγ (21.25)
は”光”の屈折率である。n は一般に光の振動数に依存する。(分散性）。式 (21.25) の導き方か
ら透明体を通過する入射光の光速は真空中の光速であることが分る。物質中の電子が作る散乱
光の電場は入射光の電場から見ると 90◦ 位相が遅れていて、この電場と入射光 (透過光と言う
べきか？) が加わると見掛上、物質中の光速が屈折率倍だけ遅くなった様に見える事を示して
いる。




(21.22) 式を見ると、入射平面波の電場ベクトルに対して電子達の作る電場は虚数単位 i が










一方 γ > 0 ならば
f(ω) =
ω2{(ω20 − ω2) + 2iωγ}
(ω20 − ω2)2 + (2ωγ)2
(21.26)
と書くと虚部の係数は必ず正だから、dEx は更に i がか
かって、必ず Ex のベクトルの長さを減らす向きに加え
られる。
逆に γ < 0 となる工夫をしたらレーザーが出来る。f(ω) の実部について言うと、可視部で
は一般に ω < ω0 であって正であるが、これが負になって悪いという理由はない。式 (21.25)
を見ると q2/2m は電場に反応している粒子が電子であっても陽イオンであっても正である。
ω0 > ω では n > 1 であり、常識にかなっている。この時、光子としては運動量の大きな青い
光の方が、運動量の小さな赤い光よりも大きく屈折する。この一見して力学と反する現象は共












































































dx exp (ik l(x)) · (立体角の様にゆっくり変化する xの関数)
∣∣∣∣2 (21.27)
l(x) ≡ (LP (x) + PE(x))
と書ける事が分る。x を半波長程度動かしても 立体角の x 依存性のようにゆっくり変化する
x の関数 はほとんど変化しないが、位相の部分は一般的に大きく変化し、積分へは寄与しな















で観測される光の強度は大体散乱体の数 N の 2 乗に比例す
る。この様な道具は回折格子として分光学の非常に大切な測
定器具になっている事は既知であろう。
回折格子からの回折強度が 格子定数 N の２乗に比例している事も知っているだろう。上の
鏡の例では Snell の法則を満たす LBE を通って来た光は見えるが、他の経路を通って来た光
は見えない。一方、ここに示した図では LAE, LCE という経路を通って来た光も見える。即
ち、上の鏡の様な条件では、LAE、LCE を通って来た光は相殺的に干渉しているに違いない。
光源を X 線源、鏡を結晶格子における原子とおきかえると、これは X 線のBragg 反射にな
る。Laueが 展開した理論は丁度この様な場合を想定していた。
ここまで来たのだから少し (21.27)式を拡張してフェルマー (Fermat)の原理にも言及しよう。






k が場所の関数である時には (21.23)→ (21.25) への移行の過程での議論から分る様に位相は














(kr − ωt)ds (21.30)
が停留値をとるものが、相加的に干渉して大きな寄与を与えると言っていると了解できる。被
積分関数を少し細工してみよう3
kr − ωt = 1
~






















は更にそれが (iS/~) という形で指数関数の肩に乗っている事を知っている。位相が 1 ラジ
アンぐらい変化しても (21.27) の積分には大きな変化はないだろうと考えてみよう。すると、
p · r ∼ ~, E · t ∼ ~ の範囲では物理量は断定的にきまらないだろうという事が簡単に導ける。




(p106 の問)を作る時に kr − ωt は Lorentz 変換に対する不変量 (スカラー)である事を指摘し
ておいた。相対性原理に照らしてみて、これは”物理法則”を記述する資格のある物理量である。
又、作用 S は Lorentz 変換に対するスカラー、Lagrangian 密度を 4 次元空間で体積分したも





(21.8) 式 Rayleigh 散乱の式から空の青さを説明した。ところがこの小節では半波長以上に
広がっている部分からの散乱光の寄与は結局のところ相殺してしまって無きに等しいと言って
きた。空の大きさは確かに可視光線の半波長よりも充分大きいから全ての散乱光は相殺してし
まって、空は空色には見えないのではないだろうか？ こんなところにも Einstein が顔を出す。
答えは大気中の空気分子の密度はあまり大きくなく、且つ結晶の様に 1ヶ所に止められていな
いので、あっちへふらふら、こっちへふらふら動いている。1 辺半波長程度の立方体の中に粒



























ぶ。平行光線が入射すると、f = Pn2/λ の焦点距離のレンズ
として振舞う。工作精度に依るが、近年では X 線用のレンズ
もこれにより製作可能となっている。
物質の屈折率 n は紫外部から短波長へ移行すると急速に 1 に近づいているので、この様な
工夫が存在するのは有難いことだろう。
Fresnel lens と呼ばれるレンズも調べてみると面白いだろう。
(21.4) から (21.5) へ移行する時、qx¨→ p˙ としたが全電荷の重心を原点とし、いつも”電子”
の電荷と反対符号の電荷を有する”原子核”の存在を仮定している点を忘れてはいけない。
電子に対する運動方程式 (21.1) や (21.3) の復元力の原因は当然クーロン力であってここには
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電子と核の電荷が直接関係している、又 x の値を想定する時、核と電子の距離を直接思い浮か
べてはいけない。平衡点 x0 があり、x として採用できるのは、この平行点のまわりの微小振
動の振幅の事である。
電気分極の存在を認めて、絶縁物中の光速のみを議論するには、Maxwellの方程式で ρ = i = 0
として、電束密度 D が波動方程式を満足する事を言えばよい。形式的にはこの方法が楽であ
るが、上の様なミクロな記述の方が、物理の理解には向いているだろう。D を使うと、E と P




い。この様にミクロに見た時、光の進行方向 (これを z 軸とする)に対し、x, y 面内で電子の
動き易さが異なる場合があるだろう。結晶構造があればこの様な事が起るのは当然だ。この結






問 x, y 方向に電場ベクトルがある時の屈折率を nx, ny とし、nx 6= ny ならば、厚さ d
の二色性物質を通過すると、電場ベクトルの位相は一般に変化する。
















Ex = E cosϕ · e−iωt





























添字 １、２ で識別する二つの透明な物質が y = 0 という平面で接しているとする。物質１
の側から平面波が入射し、一部は物質２へ透過し、一部は反射される。入射 (透過)波の波数ベ
クトルを k1, (k2)、反射波のそれを k3 とする。k1 と y 軸を含む面を入射面と呼ぶ。図の様に








入射波 k1 (sinα, − cosα, 0) E1 c1
透過波 k2 (sin β, − cos β, 0) E2 c2
反射波 k3 (sinα′, − cosα′, 0) E3 c3 (21.34)
電磁場の境界条件を考える。∇× E = −∂B
∂t
及び ∇×H = i + ∂D
∂t
を y = 0 面の上下を細
長い長方形で囲んで面積分すると、Stokes の定理を使い、E と H の境界面での接線成分が連
続である事が分かる。理解しにくければ (3.30) の部分をもう一度見直そう。
平面波を
Ei(r, t) = E
0
i e
(iki·r−ωi t), Hi(r, t) = H0i e
(iki·r−ωi t) (21.35)













5可視光と銅の組み合わせの skin depth は？
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この平面波に対する y = 0 面での連続性を要求するわけだが、x 成分を書き下してみると、
E01xe
i(k1 xx+k1 zz−ω1 t) + E03xe
i(k3 xx+k3 zz−ω3 t) = E02xe
i(k2 xx+k2 zz−ω2 t) (21.37)
この式が任意の時刻 t で成立するには、
ω = ω1 = ω2 = ω3 = ω =
ki
ci
, k1 = k3 (21.38)
が成立する必要がある。光の振動数は、物質通過では変化しない。
指数関数部分は、同位相でなければならず、波数の z 成分は ０だから、










もう少し詳しく見る為には、導波管の電磁波が、TE 波と TM 波 に分類出来たように、電場
又は磁場が、入斜面にのみ存在するという場合に分けて考える必要がある。習慣的には、電気














入射光 : Ez(x, y) = Aeik1·r
透過光 : Ez(x, y) = B eik2·r
反射光 : Ez(x, y) = C eik3·r
先に与えた境界条件の一つである、電場の接線成分の y = 0 での連続性より、
Aeik1x sinα + Ceik1x sinα = Beik2x sinβ (21.40)
(21.39) より、指数部は相殺して考えてよいから、
A+ C = B (21.41)
これだけでは A, B, C の比は決まらないので、もう 1つ条件、Hの接線成分の連続性の条件


























cos β eik2(x sinβ−y cosβ)

(21.42)
y = 0 での接線 ( x )成分の連続性は√
ε1
µ1




cos β eik2x sinβ B (21.43)
(21.39)式より指数部は相殺するから、


























非磁性の物質では大体 µ1 = µ2 ∼= µ0 であるから、この時にはA, B, C の比は角度 α, β のみ
を用いて書ける。




≡ Ds = 2 cosα
cosα+m12 cos β




≡ Rs = cosα−m12 cos β
cosα+m12 cos β
' −sin (α− β)
sin (α+ β)
 (21.46)
振幅反射率の式を見ると、分子が０でなければ、cosα = cos β, m12 = 1、 反射は必ず起こる。



























A+ C = m12B (21.48)
y = 0 での E の接線成分の連続条件からは






cos β +m12 cosα
振幅反射率 Rp =
m12 cosα− cos β
m12 cosα+ cos β
 (21.50)
(21.46)と比較すると、m12 が cos β → cosα の方にくっついている。










この Fresnel による式では、少し変な感じを受ける。即ち、(21.51) で、入射角 α をほぼ ０
度にしてみる。この時、x 軸と z 軸の区別はほとんど無くなる。従って、s 偏光と p 偏光の振
幅反射率はほぼ一致しなければならない。ところが (21.51) では符号が異なるので、一致する
はずがない！ 例えば、B. Rossi の光学の教科書では、この矛盾を避けるために入射波と反射
波での電場の向きを定義しなおして、偏光の種類に依らず反射波の位相は入射波の位相とは逆
になるようにしている。
ここで引用した Fresnel の定義では、p 偏光の場合、入射・反射波で、電場ベクトルの向き
が逆になっている。入射波と反射波を独立した光と考える場合には、これが妥当だが、両者の
干渉を考えるには、両者に共通の座標系を取らねばならない。
Rs や Rp が負になると、入射・反射波の電場ベクトルの向きが逆になっている。即ち位相が
ひっくり返っている。この事は Newton ring の観察で古い時代から想像されていた。
光エネルギーの反射率 R2 は µ1 = µ2 = µ0 と近似できる通常の場合には、垂直入射 (α = 0)
に対し、p, s 偏光に依らずに
R2 =
∣∣∣∣1− n121 + n12
∣∣∣∣2 (21.52)
通常の物質 ( n12 が 1 ∼ 2 の範囲)では、上等の鏡は作れない。
n12 > 1 とすると、α > β であるので、Rs は常に負だが、Rp は α = 0 から pi/2 へ移る時、
最初は正だが、分母が発散する角 (偏向角 αpol)があるので、
αpol + β = pi/2 (21.53)
を過ぎると、負の値となり、−1 に近づく。p と s の混じった自然光でも αpol の角度では反射
光は完全に偏極している7。
全反射は β = pi/2 の時に起る。この時の α を臨界角と呼ぶ。即ち、αpol = sin−1 n21.













図の様に鏡に対し、物体 ↑ が P1 と P2 に逆向きに
置いてあり、P ′1, P ′2 から O点を見ると夫々 P1, P2
の像が見える。即ち点 O 附近には P ′1 から見ると





′ から同時に O を見ると、点 O 附近にはどんな像が写っているのだろ
う？ ハハーン教師は ”重ね合わせ” が言いたいのだなと考えた人は 50 点。実は非線形現象が
あると言いたかったのだ。物点からの光 (電場と考えていいだろう。この場合 P ′1, P ′2 も物点で
ある！)、を全て重ね合わせた電場に O 点附近の電子は駆動されて輻射を放出している。物体
P1, P2 以外にもっと沢山の光源を置いたならば、点 O に入ってくる電場はどんどん強くなっ




る様な復元力が働かなくなる事には同意できるだろう) 電子は sinωt[又は cosωt] で表される単
振動 (単色光に対する応答)以外にこのおつりの項の影響をうけると、sinωt から (少し)ズレた
運動をするが、おつりの項が小さければ、ズレも小さいから Fourier 展開した時、ω の高調波
が少し運動に重ね合わせられると考えてよかろう。
非常に強い光を物質に照射すると (実用上はレーザー光が使われるが) 入射光の 2 倍の振動
数の光を入手する可能性がある。






Aから Oへ 1の振幅の光が入射し、反射光 OBと屈折光 OC
を生じたとする。この時の振幅反射率と透過率を r, t と書く。
もしも B から O へ振幅 r の光を入射すると反射光 OA と透
過光 OD を生じ、その振幅は反射光 OA が r2、透過光 OD
は rt であろう。
また C から O へ t の振幅の光を入射すると、反射光 OD と透過光 OA を生ずる。この場合
の振幅反射率と透過率を r′ , t′ とすると、OD は tt′、OA は tr′ の振幅を有する。








+ rt → r′ = −r (t 6= 0ならば)



















簡単な例のみを確認しておこう。光の進行方向を z 軸にとると、電場ベクトル E の z 成分
は考えなくてもよい。磁場ベクトル B は ez×E の方向にあり、|B| = |E|/c だから、これも考
えなくてもよい。Ex, Ey のみを考えればよい。まだ x, y 軸はきめていないので (当然右手系を
仮定しているが)適当にとっておく事にする。x, y 軸方向の単位ベクトルを eˆx, eˆy とすると、
E = (a eˆx + b eˆy)e
i(kz−ωt) (21.55)
ここで定数 a, bの位相 (複素数だと考えて)が同じならば、この光は直線偏光である。この時は
指数関数の中の位相を少し調節すると a, b は実数と考えておける。一般に a と b は独立に変
えられるパラメータである。もしも a と b の位相が同相でなければ、a を実数とし、b = |b|eiδ
(δ は実数)と書けるが、この時、楕円偏光と呼ばれる。特に a = |b|, |δ| = pi/2 ならば円偏光
である。









Ex = E cos(kz − ωt), Ey = E cos(kz − ωt− pi/2) (21.56)
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ならば右偏光 (δ = pi/2) とする。一般の楕円偏光を、振幅 a, b と位相差 δ で表すと、a, b と δ
とは次元が異なる。そこで同じ次元量で表すために、Stokes は次の I, P1, P2, P3 を用いた。
I = a2 + b2, P1 = a
2 − b2, P2 = 2ab cos δ, P3 = 2ab sin δ (21.57)





E を記述するのに eˆx, eˆy を単位ベクトルとするかわりに
e± = ∓ 1√
2
(eˆx ± ieˆy) (21.58)
を単位ベクトルだと考えてもよい。
問 Laplace eq.の解 (14.63)の内、原点で正則の方の解で l = 1,m = ±1 とおいたもの
をあらわに書き下し、上の eˆ± と比較してみよ。Ylm が角運動量の大きさ l、その z 成分 m を
持つ場と表すことを想起すると、eˆ± が l = 1,m = ±1 を持つ波の基本波である事が分るだろ
う。この振幅は任意にとれるから、”光子”はボーズ粒子である事も想像されよう。又 l = 0 に
対し、m = 0 も原理的には存在するはずなのに、l = 1,m = 0 の振幅はいつも 0である (こん
な解は存在しない)。これも光子の特徴のきわだった点である。







で表すと、I, P1, P2, P3 の全てが独立になる。即ち 4 つの parameter(実数) がなければ部分偏
光は記述できない。4つの独立量を記述する手段の一つとして、Hamilton の 4 元数を利用す

































I = ρ11 + ρ22 (= a
2 + b2 )
P1= ρ11 − ρ22 (= a2 − b2 )
P2= ρ12 + ρ21 (= 2ab cos δ )
























I + P1 P2 − iP3












































と書き、Pauli の spin 行列と呼ぶ。ρ を密度行列と呼ぶ。
完全偏光の場合は a, b, δ は時間に依存しなかったが、部分偏光の場合はこれ等を 2pi/ω より




{I × 1+ Pxσx + Pyσy + Pzσz} = 1
2
{I × 1+P · σ} (21.64)














A = 0 (22.1)







sin β dβ f(α, β) e−iω t (22.2)
と書ける。但し、k2 = ω2/c2 が成立しているとする。ある見方をすれば、(22.2) は解 A を３






角運動量の復習 軌道角運動量 L~ は位置 r と運動量 p の積として定義される。
L~ = r× p (22.3)
角運動量の単位として、~(≡ h/2pi 但し h はプランク定数) をとり、今後はこの ~ を省略する
場合が多い。不確定性を表現する手段として、r と p の各成分に対して次の交換関係を要求
する。
[x, px] ≡ x px − px x = i ~, y, z成分も同様 (22.4)
異なる成分に対しては可換。即ち、[x, py] = 0 等。この結果、L の各成分に対する交換関係が
導ける。
[Lx, Ly] = i Lz, 等 (22.5)
この交換関係は、以下の様に書かれる場合も多い。
L× L = iL (22.6)
軌道角運動量演算子は、当然の事ながらエルミート演算子である。L2 = L · L で定義すると、
L2 は L の各成分と可換である。
[L2, Lx] = [L
2, Ly] = [L
2, Lz] = 0 (22.7)
234
これから、L2 と L のどれかの成分 (習慣的に z 成分をとる) との同時固有関数 |l, m > を考
える事が出来る。この同時固有関数は、次の式を満たす事が、以下の様にして確認出来る。
L2 |l, m >= l(l + 1)|l, m >, Lz|l, m >= m|l, m > (22.8)
この固有値を確認する準備として、次の磁気量子数に対する昇降演算子を作る。
L± ≡ Lx ± i Ly (22.9)
L± と Lz の交換関係は、(22.5) より
[Lz, L±] = ±L± (22.10)
即ち、
LzL±|l, m >= (m± 1)L±|l, m > (22.11)
この式は、状態 L±|l, m > は Lz の固有状態であり、その固有値は |l, m > の固有値 m よりも
１だけ増減している事を示している。但し、規格化は、少し後 (22.15) で行う。これより、L±
は Lz の固有値を ±1 だけ増減する演算子、磁気量子数の昇降演算子、である。
L2 の固有値を固定した時、L2z の固有値は L2 の固有値 (今のところこれを仮に Λ と書いて
おこう)を越えてはいけないから、実数である Lz の固有値には、上限 mmax と下限 mmin が
ある。そこで、Lz の最大固有値を l = (mmax) と書く。
|l, mmax > (|l, mmin >) に何回も L−, (L+) を演算し、１単位ずつ Lz の固有値を下 (上)げ
て行くと、下限が存在するから、あるところで Lz の最小 (大)固有値mmin (mmax) が登場し
それ以上の演算が継続できなくならねばならない。
L+|Λ, mmax = l >= 0, L−|Λ, mmin >= 0 (22.12)
昇降演算子間に次の恒等式がある。
L± L∓ = L2 − Lz(Lz ∓ 1) (22.13)
(22.12) の前半 (後半)に L−, (L+) を演算し、その後 L+, L− を左から演算すると次の式を
得る。
L−L+|Λ, mmax = l > = Λ−mmax(mmax + 1) = Λ− l(l + 1) = 0
L+L−|Λ, mmin > = Λ−mmin(mmin − 1) = 0 (22.14)
これで、前半から、Λ = l(l+ 1) が、この結果を用いると後半からmmin = −l が導ける。これ








具体的な表現 具体的な波動関数を作るには、極座標 (r, θ, ψ) を利用するのがよい。結
果だけを書くと、






























L2 と Lz の同時固有関数 Yl,m(θ, ψ) は、次式に依り与えられる。















状態に対して作用させると、Yl, l(θ, ψ) に対する１階の微分方程式を得る。この方程式を解き、
Yl, l(θ, ψ) ∝ sinl θ ei l ψ を得、この波動関数を規格化する。位相は習慣に従い、(−)l とする。後
は、ここで得た Yl, l(θ, ψ) に L− を任意回演算する。
磁気量子数に関する制限について。
方位角 ψ 方向波動関数に対し、周期 2pi の周期性 (波動関数の一価性と言い替えてもよい)
を要求すると、m は整数しか許されない事に注意しよう。
座標系の回転と軌道角運動量 スカラー場 φ(r) が与えられたとする。座標系を回転する
と、場の形は変わらないが、これを表現する関数形は変化する。座標系を回転する行列を a と
すると、
r′ = a r (22.20)
例えば、z 軸を回転軸とし、角度 θ だけ回転すると、
a =
 cos θ sin θ 0− sin θ cos θ 0
0 0 1
 (22.21)
z 軸を回転軸とする回転角を ² とする無限小回転に対して、スカラー場の変化を調べる。新し
い関数はスカラー場だから、元の関数を使って表現出来る。




























φ(r′) ' (1− i² Lz)φ(r) (22.23)
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φ(r) = e−iαLz φ(r) (22.24)
この式の意味で、座標系の回転と軌道角運動量は密接に関係している。単位ベクトル nˆ を回
転軸とする角度 α の回転に対しては、(22.24) 右辺の e−i αLz を e−iα nˆ·L で置き換えればよい。
非常に簡単な例として、Lz の固有関数 φm(ψ) = eimψ/
√
2pi を取り挙げる。座標系を z 軸の
周りに α だけ回転すると、方位角は ψ′ = ψ − α になるが、
φm(ψ
′) = φm(ψ − α) = e−iαLzφm(ψ) (22.25)
が成立する事は、自明であろう。
座標系の回転とベクトル場 回転 a に依り位置ベクトルは r→ r′ = a r に移り、ベクト
ル場 A(r) は A′(r′) に移る。即ち
A′(r′) = a {A(r)} = aA(a−1r′) (22.26)
(22.21) と (22.23) では右辺の括弧の中を a r で書いたから、こちらもそれに合わせておくと
A′(r′) ' a−1A(a r) (22.27)
この式は、無限小回転に対しては成立する。z 軸周りの ² の回転に対して、詳しく書くと、
A′x′ = Ax(x+ ² y, −² x+ y, z)− ² Ay(x+ ² y, −²x+ y, z)
A′y′ = ² Ax(x+ ² y, −² x+ y, z)+ Ay(x+ ² y, −² x+ y, z)
A′z′ = Az(x+ ² y,−² x+ y, z)
(22.28)
この式の全ての O(²) 迄の項を書き出すと、
A′x′ = (1− i² Lz)Ax(r)− ²Ay(r) = Ax − i²(Lz + Sz)A(r)
A′y′ = Ay − i²(Lz + Sz)A(r)




 0 −i 0i 0 0
0 0 0
 (22.30)
同様に x, y 軸の無限小回転に対しては次式が定義される。
Sx ≡
 0 0 00 0 −i
0 i 0
 , Sy ≡




ベクトル場は座標変数だけでなくベクトルの成分も入り混じる為に、行列 Sx, Sy, Sz が登場















 , Sz(S2z − 1)
 AxAy
Az




z − 1) = 0 (22.34)






 0 0 00 1 0
0 0 1
+
 1 0 00 0 0
0 0 0
+
 1 0 00 1 0
0 0 0
 = 2
 1 0 00 1 0
0 0 1
 (22.35)
即ち、S2 の固有値は２である。これらからベクトル場のスピンは １ (S = 1, S(S + 1) = 2 )





(eˆx + ieˆy), ξ0 = eˆz, ξ−1 = +
1√
2
(eˆx − ieˆy) (22.36)
磁気量子数の昇降演算子に対しては、次式が成立する。
(Sx ± iSy)ξµ =
√
2− µ(µ± 1)ξµ±1 (22.37)
問 Sx, Sy, Sz の交換関係も確認せよ。
これらから、S は角運動量の資格を有する事が分かる。(22.29) では、Lz と Sz とが和の形
で、対等に入っているので、同等の物理量であるのは当然である。ある意味で、”当然” をこ
の様な形で確認した事になる。
”光”は進行方向と波数を与えると、電磁場ベクトル E, B で与えられる。但し、 E と B
とは独立ではなく、 E を決めるとB は決まってしまう。この意味で、光はベクトル場である。
即ち、光子のスピンは １ (~) であるという。(22.29) で、角運動量の部分は Lz + Sz であり、




例えば水素原子の 2s 状態から 1s 状態への遷移は禁止されているという話を聴いた事がある
だろう。系の初期状態の軌道角運動量は０であるのに、終状態では (1s 状態)＋ (光子) となり、
光子が最低 １ 単位の角運動量を有すると、角運動量の保存則を満足しないから、この様な遷
移が禁止されるのである。
軌道角運動量 L と 固有スピン S の和が登場したので、新しい記号 J を作ろう。
J = L+ S (22.38)
この J は、全角運動量と呼ばれる場合が多い。
問 全角運動量の成分間の交換関係は、(22.5)、(22.8)と同じ形をしている事を確認せよ。
これにより、J を全 ‘角運動量’ と呼ぶ事が正当化される。
この記号を用いると、座標系を z 軸の周りに ² だけ無限小回転すると、ベクトル場 A は以
下の様に変化する。
A′ = (1− i² Jz)A (22.39)
一般に、単位ベクトル nˆ で表される任意の軸の周りの 角度 α の回転に対しては、
A′ = e−iαnˆ·JA (22.40)





(l m− µ 1µ|j m)Ylm−µ(θ, ψ)ξµ (22.41)
ここで、(l m− µ 1µ|j m) は Clebsch-Gordan 係数である。特に、次の関係が成立する。
LYlm(θ ψ) =
√
l(l + 1)Tl, j,m (22.42)
この式は、左辺 LYl m(θ ψ) に対する Jz の固有値が m、J2 の固有値が j(j + 1) である事及び
ノルムが l(l+ 1) であることから導ける。式 (22.42) の左辺で、L(= r× p) は r に直交してい
るから、(即ち r 成分は持たないから)横波を表すのに都合が良い。
静的なポテンシャルと多重極能率 空間的にある限られた領域に、静的な電荷密度 ρ(r′)






























ここで、α は r′ と r のなす角度である。この両位置ベクトは、ある座標軸から見て r′ =







′, ψ′)Ylm(θ, ψ) (22.45)
















dr′ r′l ρ(r′)Y ∗lm(θ
′, ψ′) (22.47)
特に、l = 1( 2) の場合は、双 (４重)極能率と呼ばれる。
全電荷
∫
dr′ ρ(r′) 6= 0 ならば、原点を適当にとると、双極子能率は０にできる。




極座標での Helmholtz 方程式 次への準備の為に、極座標でのスカラー及びベクトル
Helmholtz 方程式に関する知識を仕入れておこう。
以下の方程式を極座標表現し、変数分離を行う。
(∇2 + k2)φ(r) = 0 (22.48)











k2 − l(l + 1)
r2
}
R = 0 (22.49)

















u(ρ) = 0 (22.50)
(14.75) を見直すと、u は (l + 1/2) 次の Bessel 関数である事が分かる。半奇数次の Bessel 関











この式の後半が 球 Neuman である。




cos(ρ− (l + 1)pi/2), nl(ρ)→ 1
ρ
sin(ρ− (l + 1)pi/2) (22.52)
この漸近形は (l+1)→ l, cos↔ sin と入れ換えてある場合もある。potential 散乱の問題では、
lpi/2 は遠心力 l(l + 1)/r2 による位相のずれと解釈される。





l (ρ) ≡ jl(ρ) + i nl(ρ), h(2)l (ρ) ≡ jl(ρ)− i nl(ρ) (22.53)





{almjl(kr) + blm nl(kr)}Ylm(θ, ψ) (22.54)
展開係数 alm, blm は境界条件から決定される。進行波解を与えたければ、球 Bessel, Neuman
関数のかわりに、球 Hankel 関数を利用する。
(22.54) の解は、原点で正則な解 jl(kr) と正則でない解 nl(kr) の重ね合わせで書かれている
が、デカルト座標では e±ik·r と書けるから、原点で正則な解のみが現れる。
次に、ベクトル Helmholtz 方程式を取り上げよう。
(∇2 + k2)E(r) = 0 (22.55)
この方程式の解は、スカラー Helmholtz の方程式 (22.48) の解を３個並べておけば良さそう
だが、座標系の回転に対して３個の成分がベクトルとしてお互いに混じり合いつつ、(22.55)
を満足する様に成分間の調節をする必要がある。先ず、蛇足かも知れないが、(∇2 + k2) 演算
子は座標系の回転に対してスカラーとして変換する事を思い出しておこう。これは相対論のと
ころで指摘した事である。さて、スカラー Helmholtz の方程式の解 φ(r) を用いて、ベクトル
Helmholtz 方程式の解を作り上げる、巧妙な方法を紹介しよう。
a を定ベクトルとしよう。次式で定義されるベクトル X, Y, Z はベクトルHelmholtz 方程
式の解である。
X ≡ ∇φ(r), Y ≡ ∇× φ(r) a, Z ≡ 1
k
∇×Y (22.56)
φ(r) がスカラー関数だから、∇φ(r) がベクトルである事は自明である。又、(∇2 + k2) 演算子
と ∇ が交換可能も明らかだろう。だから、(22.48) が成立するならば、X が (22.55) の解であ
る。
Y が解である事は、
∇× (φ(r) a) = (∇φ)× a+ φ∇× a (22.57)
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に於いて、a が定ベクトルだから、∇× a = 0 が成立する。後の導き方は X と同様である。逆
に ∇× a = 0 であるならば、定ベクトルに拘る必要もない。
Z に付いて：(∇2 + k2) 演算子と ∇× が交換可能だから Y が解ならば、Z も当然、解にな
る。
ところで、Y = X× a = (∇× Z)/k が成立するから、Y は X や Z とは独立である。当然の
事であるが、a は ０ ベクトルではないとしている。
又、X ·Y = 0 が導けるから、X と Y とは直交する。
X の回転は０であるが、発散は一般に０ではない。
∇×X = 0, ∇ ·X = ∇2φ = −k2φ 6= 0 (22.58)
Y と Z の発散は０である。∇ ·Y = ∇ · Z = 0。
問 X, Y, Z に関するこれらの事実を確認せよ。
湧き口が無い時、∇ ·E = ∇ ·B = 0 であるが、これは、上に与えた解X, Y, Z に良く似て
いる。特に φ(r) = ei(k·r−ω t) で与えられる平面波ならば、X, Y, Z は次式で与えられる。
X = ikφ(r), Y = X× a = ik× aφ(r), Z = (k× a)× kφ(r)/k (22.59)
これらの解は、平面波の波面、電場及び磁場に対応しているのが見て取れよう。
ベクトル球面調和関数 (22.41) と似ている様な似ていないような · · ·。
(22.56) の表式の有用性は不明だが、任意の座標系で成立し、特に (22.59) を見ると、デカル
ト座標系では有効であるようだが、極座標では役に立つのだろうか？
aのかわりに、定ベクトルではないが、rをとってみよう。(22.56)で、Xが (∇2+k2)X(r) = 0
を満足する事は自明である。∇× r = 0 だから、Y もベクトル Helmholtz の解である。そう
すると、前ページの議論により、Z もベクトル Helmholtz の解である。a→ r としたものは、
ベクトル Helmholtz の解である。特に、Y に付いて、更に一言。
Y = ∇× (φ r) = ∇φ× r = −r×∇φ = −iLφ(r) (22.60)
即ち、Y は、横波であり スカラー Helmholtz の解に軌道角運動量演算子を作用させると、横
波のベクトル Helmholtz方程式の解が作られる。(22.42)とかなり似て来た。(22.42)では、角
度変数だけの関数に作用していたが、今度は r にも作用している。この解が、輻射場の多重極
展開で主役を演ずる。軌道角運動量演算子 L は、軌道角運動量の値を変えないので、LYlm は
角運動量の固有状態である。
輻射場の多重極展開 輻射場の湧き口が e−iω tという時間依存性を有する振動状態にある






する過程は ESR や NMR、TV のゴースト防止や”見えない”戦闘機に利用されている。即ち
単位体積当りの磁気能率 M も時間依存性を有する湧き口の効果として、磁束密度 B から分
離しておくのがよい。








²0∇ · E = ρ
µ0∇ ·H+∇ ·M = 0
∇× E = iωB = iω (µ0H+M)
∇×H = i− i²0ωE
連続方程式は
∇ · i− iω ρ = 0 (22.62)















H = ∇× i+ ²0 ω2M (22.64)
湧き口としては i と (∇×M/µ0) 及び M と (∇× i)/²0ω2 は等価な形で登場している。
先ず、湧き口がない自由空間での多重極展開を考える。
注 (22.63) 右辺には虚数単位 i がくっついているが、(22.64) 右辺にはこんなものは登場して
いない。





i =M = 0を仮定すると、(22.63)、(22.64)は、∇·E = ∇·H = 0だから、ベクトル Helmhaltz
方程式になる。(22.56) で a → r と書いた内、Y、Z として与えられるものが、E や H を与
える。
E を与えた時 H は H = 1
iω µ0
∇× E で、H を与えた時E は E = 1
i ²0 ω
∇×Hで与えられ
る。E 又は H として (22.56) の Y 型の解を採用すると





l(l + 1) = Rl(r)Tll,m (22.65)








∇× {Rl(r)LYlm} = {∇Rl(r)} × (LYlm) +Rl(r)∇× (LYlm) (22.67)
右辺第一項は、∇R(r) は r 方向を向いているから、横波である。(rと直交する) 右辺第二項
は、r との内積をとり縦波成分を調べてみると
r · ∇ × (LYlm) = (r×∇) · (LYlm) = iL2Ylm = i l(l + 1)Ylm (22.68)
第二項は r をかけて第一項と同じ程度の大きさになるから、r → ∞ の極限でのみ ∇ ×
(Rl(r)LYlm)も横波になる。r → ∞では球面波と平面波の区別がつかないからこれは当然で
ある。
(22.67) の右辺は (−)l+1 の parity を有し、角運動量 (l,m) を有するべきであるということ


















































ここで (r× L)× LYlm = −rL2 Ylm − (r · L)LYlm + i(r× L)Ylm























lTl+1,lm(l + 1− 1)−
√





















































Rl(ρ)−Rl+1(ρ) = − l + 1
ρ
Rl(ρ) +Rl−1(ρ) (22.71)
即ち、E (H)が全角運動量 lを有する関数 LYlmで与えられるならば、H (E)は (22.65,22.66)
で表され、やはり角運動量 l, m を有する。
LYlm(∝ Tl lm) の parity は (−)l、Tl±1 lm の parity は −)l±1 である。
埋め草
E も H も同時に横波だとすると、ポインティングベクトルは r 方向を向く。この結果、軌
道角運動量密度 r× (E×H)/c2 は 0 になるので、この横の場は軌道角運動量を持てなくなっ
てしまう。(22.68) の様に O(1/r) の縦波成分が多重極場の一定の角運動量を保証している。
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前ページの計算ノート




















(l m− σ 1σ|l m)Ylm−σξσ (22.73)
ξ−µ × ξσ =
√







(l 0 1 0|λ 0)(l m− σ 1µ|λm+ µ− σ)Yλm+µ−σ (22.75)




(l 0 1 0|λ 0)Tλ,lm = − r√
2l + 1
{√






(r× L)× LYlm = −rL2Yl m + i(r× L)Yl m
を取り上げる。左辺は (LYlm)を 1つのベクトルと考えると、ベクトルの三重積の公式が使え
そうだ
r と L は交換しないので、右辺の第二項の様な虚数単位を含むおつりの項が必要となる。
x 成分だけを取り出してみると
[(r× L)× (LYl m)]x = (r× L),(LYlm)z − (r× L)z(LYlm)y
= {(zLx − xLz)Lz − (xLy − yLx)Ly}Ylm
=
{−xL2 + xL2x + y LxLy + zLxLz}Ylm
=
{−xL2 + (r · L)Lx + i(r× L)x} Ylm (22.77)
この式を導く時、軌道角運動量の交換関係 (22.5) を用いた。
LRl(r) = Rl(r)L は L が任意の r の関数とは可換だから自明だろう。
Racah 係数を知っている人には一番上の式は次のようにも書ける。
r× LYlm = i r
√
6l(l + 1)(2l + 1)
∑
λ
(l 0 1 0 |λ 0)W (l l 1 1 ; 1λ)Tλ lm (22.78)
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ここで、Clebsch-Gordan 係数と Racah 係数の具体的な値は、次の通りである。










λ = l − 1
(22.79)




6(l + 1)(2l + 1)





λ = l − 1
(22.80)
輻射の角分布 原点の近くにのみ場の湧き口があり、r →∞ に向けて球面波の形の輻射
が放出される場合を考えよう。この時、Rl(r) として第１種 Hankel 関数をとる事になる。電
気的でも磁気的でも結果は同じになるから、(22.65) の電気的な場合を取り上げ、特定の (l m)
だけが効いてくるとしよう。H が与えられた時、E は H の回転として与えられ、(22.67) と








→ ∇(−i)l+1 ik e
ikr
kr
rˆ = ik h
(1)






一方、B = µ0H を用いると、E = −k c2rˆ×B/ω = −c kˆ×B は当然だろう。角分布を計算す
るには、エネルギーの流れである Poynting vector を評価すればよい。これには、|E ×H| ∝
|E|2 ∝ |H|2 であるから、|H|2 r2 dΩを計算すればよい。数因子を除くと、角分布は (T∗l l m ·Tl l m)
に比例するが、これは ξ ベクトルの直交性より、
T∗l l m ·Tl l m =
∑
σ




2 l(l + 1)
{
(l +m)(l −m+ 1)|Ylm−1|2 + 2m2 |Ylm|2 + (l −m)(l +m+ 1)|Ylm+1|2
}
(22.83)
ここで、特に l = 1, m = 0 とおくと、この式の {· · · } = 3 sin2 θ/(4pi) という角分布を与える。
この式が (10.17) の場合に該当している。
問 (22.83) において l = 2 とおいた時、即ち quadrupole 輻射の角分布を調べてみよ。
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球面調和関数の具体的表現に関する問いを解いた人は、Yl l ∝ sinl θ ei lψ と言う事を覚えてい
るだろう。更に、磁気量子数を一つずつ下げる演算子を作用させて、Ylm は sinm θ を含む事も
知っているだろう。従って、Yl 0(θ ψ) のみが、θ = 0 で ０でない有限の値をとる。(22.83) で
m = 1 の項のみが、量子化軸方向 (θ = 0) への光子放出に関係している。別の言葉で言えば、
量子化軸 (z 軸)方向に放出される光子の角運動量の z 成分は必ず |m| = 1 であり、これが偏光
の話の最後のコメントである。光子の helicity は ±1 である。この式 (22.83) を導く時に、光
の横波性を利用しているのも理解出来るだろう。もしも光の縦波成分 ((22.56) 式の X(r) で与
えられる様な解) が登場すると、(22.83) 式に |m| = 1 でも θ = 0 で０ でない成分が登場する
のも想像に難くないだろう。光子の質量についての余談をこの観点から思い出しておいてもら
いたい。
(22.83) で l = 0 とおくと、|m| ≤ l という制限の為に、l = m = 0 だけが許され、(22.83)





湧き口の多重極展開 湧き口が存在する場合の式 (22.63)と (22.64)に戻ろう。ここでも、
角運動量を良い指標として有する解は、電気的及び磁気的と呼ばれる２種類に分類する事が出
来る事を念頭に置き、 電気的な解の H を次の様に書こう。
H(E) = f
(E)
l (r)Tl l m (22.84)
こう書くと、角運動量 lを持つ波の横波性がはっきりする。今度は湧き口を考慮するから、fl(kr)
は、球 Bessel 関数系の関数とは限らない。
Maxwell の方程式より、∇ ·B = µ0∇ ·H+∇ ·M = 0。(22.84) を仮定すると、∇ ·H(E) = 0
だから、∇ ·M = 0 を満たす解を探す事になる。この様な解を ‘電気的’ という形容詞をつけて
呼ぶ。(22.84) の左辺を E(M) と置く時、即ち ∇ · E(M) = ρ/² = 0 を満足する解を ‘磁気的’ と
呼ぶ。電気的な解と磁気的な解は、parity が異なるので、parity が保存するならば、混じり合
う事はない。
さて、電気的な解の (22.84)に含まれる fl(r)の満足すべき方程式を作ろう。(22.84)を (22.64)
に代入し、
















但し、ここで fl(r)Tl l m の横波性と、∇2Tl l m = −l(l+ 1)Tl l m/r2 を利用した。次に Tl l m の


















l (r) = −
∫
dΩT∗l l m · (∇× i+ ²0ω2M) (22.86)
右辺は、湧き口から、Tl l m 成分を抜き出す射影演算子を作用させたと考えられる点は、静電
場の多重極展開を拡張したものになっている。(15.52) で遠方から見た円電流は、磁気能率と
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l (r) = −
∫
dΩT∗l l m · (i ω µ0i+ i ω∇×M) (22.88)
(22.86)や (22.88)の立体角にわたる積分は r を固定して行うが、湧き口の強度分布がよっぽど
変な事になっていない限り r → 0 で発散する事はないだろうし、fl(r) も r → 0 で発散する事
は無いだろうから、f(r) の原点付近での振舞は、遠心力 potential で決定さ、fl(r) ∼ (ω r/c)l
という振舞をするはずだ。従って、湧き口の大きさが 1/k(= c/ω) よりも小さいと、高次の輻
射は起こりにくい。可視光の波長を 5000 A◦ (5 × 10−5 cm) とし、原子の大きさを 1 A◦ とす
ると、最低次の双極子輻射だけを考えれば良い事になる。
現実的な意味で、高次の輻射が意味を持つのは原子核現象だけだろう。
問 ∇ と J とは交換するか？
解の積分表示 (22.86) や (22.88) の右辺は面積分を実行すると、結局のところ、r の関
数であり、(14.103) の形をしているから、(14.106) の様に積分表示出来る。
残った仕事は、(22.86) や (22.88) のGreen 関数をあらわに書き下す事である。次にその作
業をしよう。(14.103) 式の記号を使うと、
p(r) = r2, q(r) = k2 r2 − l(l + 1), ρ(r) = −r2
∫













+ k2 − l(l + 1)
r2
}
T (r) = 0 (22.90)
球 Bessel 等がこの方程式の解である。r →∞ で外向きの球面波となるように二つの独立解と
して、次のものをとる。
T1(r) = N jl(kr), T2(r) = jl(kr) + i nl(kr) = h
(1)
l (kr) (22.91)
(14.104) を満足する様に N を決めねばならない。















右辺を r の関数だと思って r で微分し、上の微分方程式を代入してみると０ になるから、確
かに右辺は一定である事がわかる。即ち、右辺を任意の r で計算しても良い。r →∞ とする
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と、O(r−2) を無視すると次の近似式が成立する。
jl(kr)→ sin (kr − lpi/2)/kr d jl(kr)
dr
→ cos(kr − lpi/2)/kr
nl(kr)→ − cos (kr − lpi/2)/kr d nl(kr)
dr
→ sin(kr − lpi/2)/kr (22.93)
これにより、(22.92) 右辺 r2{· · · } → i/k であるから、N = −i k ととれば良い。従って、求め
る Green 関数は、
G(r, r′) = −i k jl(kr)h(1)l (kr) (22.94)
















dΩT∗l l m · (∇× i+ ² ω2M)
= −ih h(1)l (kr)
∫
dr′ {jl(kr′)Tl l m}∗ · (∇× i+ ² ω2M) (22.96)
磁気的輻射に対しても同様の式が書き下せる。
自由場に対する vector potential 古典的な電磁気学の範囲では、電・磁場を対象とし
て、これらを直接的に扱っておいてもよいが、Lagrangian や Hamiltonian を用いて議論をす
る必要がある場合には、potential や vector potential を用いて議論を展開する必要がある。
ここでは、ρ = i = 0 の自由場における vector potential を多重極展開しておこう。
先ず、電場 E と 磁場 B は scalar potential φ と vector potential A を用いて、次式で与え
られる。
E = −∇φ− ∂B
∂t
, B = ∇×A (22.97)
potentialには、自由度が残っているので、これを殺すために条件をつける。これまでに、Coulomb
gauge や Lorentz gauge が登場した。これらは、電荷や電流密度が存在しても用いる事が出来
た。ここでは自由場という条件が架せられているから、potential にも条件を付けて良い。そこ
で、次の solenoidal gauge を導入しよう。
φ = 0, ∇ ·A = 0 (22.98)
即ち、電荷が存在しなければ scalar potential はいらない。A には回転はあるが、発散は存在
しない。Solenoid というのは、コイルだと思うと、名前の出どころが想像出来る。




最後に、平面波と球面波の関係を加えておこう。scalar 平面波は、その進行方向を z 軸にと







(2l + 1) il jl(kr)Pl(cos θ) (22.99)
r = 0 で、左辺に発散は無いので、球 Bessel しか登場しない。数係数 il (2l+ 1) を簡単に導く
には、r → 0 で両辺を (kr) の級数に展開し、左辺から登場する (ikr cos θ)l の係数と、右辺か
ら登場する jl(kr)→ 0 とした時の leading term と Pl(cos θ) から来る (cos θ)l の積の項の係数
を比較すれば良い。進行方向が k の平面波を球面波で表現するには、(14.111) を利用する。







ここで、kˆ, rˆ は、夫々 k, r に対応する単位ベクトルである。
vector 平面波と球面波に対しては、vector 平面波の振幅を vector で表せば良い。次の様に z
軸方向に進むものとしておく。
A = u ei k z (22.101)
簡単の為に uは単位ベクトルであるとしておく。uとして、球基底での単位ベクトル ξµ (22.36)
をとる。










4pi(2l + 1) il jl(kr)
∑
L
(l 0 1µ|Lµ)Tl L µ (22.102)






































独立な球面波が揃った。但し ‘光’ の場としては (22.104) のみが実現される。
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